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第 四 版 前 言 


本 书 自 1979 年 出 版 发 行 以 来 ,历经 30 多 个 春秋 ,一 直 畅 销 不 衰 , 深 得 
读者 厚爱 。 在 郭 大 钨 教授 的 帮助 和 指导 下 ,对 全 书 我 不 断 地 俐 订 和 补充 ， 
不 断 地 修正 错误 ,不断 地 替换 更 为 简洁 的 解法 和 证 明 , 力 求 本 书 一 直 保 持 
其 先进 性 完整 性 和 准确 性 ,以 求 对 读者 的 高 度 责任 感 。 读 者 通过 学 习 该 
书 , 对 掌握 数学 分 析 的 基本 知识 、 基 础 理论 和 基本 技能 的 训练 ,感到 获 益 
重 浅 ,赞誉 其 为 学 习 数 学 分 析 “ 不 可 蔡 代 "之 图 书 , 对 此 我 们 倍 感 欣 慰 , 钱 
策 我 们 为 读者 作出 更 多 的 奉献 。 

这 次 受 山东 科学 技术 出 版 社 的 约请 ,并 得 到 郭 大 钧 教授 的 大 力 支持 ， 
仍 由 我 负责 全 书 第 四 版 的 修订 、 增 补 和 校 阅 工作 ,以 适应 文化 建设 繁荣 发 
展 的 需要 ,更 加 激发 全 国 广大 读者 的 强烈 求知 欲 。 具 体 主要 做 了 以 下 几 
方面 的 工作 : 

第 一 ,为 全 书 4462 题 中 的 近 三 成 的 习题 ,根据 题 型 的 不 同 ,在 原 题解 
的 前 面 ,分 别 或 给 出 提示 ,或 给 出 解 题 思路 ,或 给 出 证 明 思 路 。 细 图 启发 
读者 怎样 分 析 该 题 , 怎 样 下 手 求 解 ;启发 读者 怎样 总 结 解 是 的 规律 ;启发 
读者 怎样 正确 使 用 有 关 的 数学 公式 、 概 念 和 理论 ,开拓 视野 ,活跃 思路 ;大 
助 读者 逐步 解决 学 习 中 的 困难 ,为 他 们 在 学 习 过 程 中 提供 一 个 良师益友 。 
这 是 本 次 修订 的 主要 工作 。 

第 二 ,根据 当前 的 语言 习惯 ,对 全 书 的 文字 作 了 和 较 多 的 润色 ,使 其 表 
述 更 加 准确 ,更 加 简洁 凝练 。 

第 三 ,改正 了 第 三 版 中 的 个 别 印刷 错误 ,修正 了 闻 数 图 像 中 的 个 别 问 
题 和 个 别 习 题 的 答案 。 

第 四 ,根据 国家 相关 标准 ,规范 了 有 关 术 语 和 数学 陈 子 的 表达 ; 并 对 
全 书 使 用 的 外 国人 名 ,按照 现在 的 标准 或 通用 译 法 重新 翻译 人 名 ,以 求 统 
一 标准 。 

第 五 ,对 全 书 的 版 面 和 开本 重新 进行 了 调整 ,使 其 更 富有 时 代 的 色 
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我 们 股 切 期 望 使 用 本 书 的 读者 , 仅 得 只 有 通过 个 人 的 独立 思考 ,加 上 
学 苦 练 才能 取得 成 功 ,“ 只 看 不 练 假 把 式 ” ,数学 的 学 习 是 在 个 人 的 独立 
页 


题 中 逐步 弄 懂 有 关 的 概念 、 公 式 和 理论 的 ,我 们 编写 本 书 ,就 是 希望 能 


符 财 


第 四 版 前 言 


对 数学 分 析 读 程 的 学 习 起 到 一 个 抛 传 引 玉 的 作用 。 读 者 使 用 本 书 最 好 是 
个 要 先 看 题解 ,更 不 要 得 抄 解 敬 和 答案 ,而 是 自己 先 对 照 教材 中 的 有 关 概 
念 、 公 式 和 理论 独立 进行 思考 ,必要 时 可 参照 书 中 的 提示 、 解 题 思 路 或 证 
明 思路 独立 完成 解 题 ,然后 再 查看 书 中 是 念 样 解答 的 ,比较 自己 的 解答 和 
书 中 解答 的 异同 ,从 中 找 出 差距 , 找 出 自己 的 问题 所 在 ,甚至 找 出 节 中 解 
答 的 的 错误 和 不 足 之 处 ,进而 找到 更 为 简洁 的 解答 。 只 有 这 梯 才 能 提高 
自己 的 思维 能 力 和 创造 才能 ,任何 削弱 独立 思考 的 做 法 都 是 违背 我 们 出 
版 本 书 的 初 训 的 。 

山东 科学 技术 出 版 社 颜 秀 锦 、 宋 德 万 、 骨 新 莹 等 老 一 代 资 深 编辑 为 本 
书 前 三 版 的 出 版 和 发 行 付出 了 艰 圣 努力 ,责任 编辑 宋 涛 为 本 书 第 四 版 入 
样 提高 质量 倾注 了 不 少 心血 ,和 在 此 我 们 一 并 表示 感谢 。 同 时 感谢 山 乐 大 
学 、 华 东 交 通 大 学 、 山 东 师范 大 学 等 兄弟 学 校对 本 书 出 版 的 支持 。 感 谢 社 
会 各 界 同 仁 对 本 书 的 支持 。 虽 然 历经 30 余年 的 反复 修订 , 面 对 如 此 庞大 
的 图 书 ,限于 本 人 水 平 , 书 中 难免 有 错误 和 不 当 之 处 , 敬 请 各 位 专家 、 同 仁 
和 广大 读者 批评 指正 ,不 胜 感激 ,并 在 新 版 中 改正 。 


费 定 晖 
2012 年 5 月 于 南昌 华东 交通 大 学 


出 版 说 明 


译本 , 目 50 年 代 初 在 我 国 翻译 出 版 以 来 ,引起 了 全 国 各 大 专 院 校 广 大 师 
生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数 学 分 析 教 学 的 师 生 , 常 以 试 解 该 习题 集中 的 习 
题 ,作为 榆 蚤 掌握 数学 分 析 基 本 因 识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 一 十 
多 年 来 ,对 我 国 数学 分 析 的 教学 工作 是 甚 为 有 益 的 。 

该 书 四 干 多 道 习 题 , 数 量 多 ,内 容 丰 富 ,由 浅 入 深 ,部 分 题目 难度 大 。 
涉及 的 内 容 有 六 数 亏 极 限 ,一 元 国 数 微分 学 ,不定 积分 , 定 积分 ,级 数 ,多 
元 为 数 微分 学 , 带 参 数 的 积分 以 及 多 重 积分 与 曲线 积分 ` 曲 面积 分 等 等 ， 
概括 了 数学 分 析 的 全 部 主题 。 当 前 ,我国 广 大 读者 ,特别 是 肯 于 刻苦 自学 
的 广大 数学 爱好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤 理学 习 的 热潮 中 ,迫切 需要 对 一 
些 疑难 习题 有 一 个 较 明 确 的 回答 。 有 鉴于 此 ,我 们 特约 作者 ,将 全 书 4462 
题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 分 六 册 出 版 。 本 书 可 以 作为 高 等 院 校 的 教学 
参考 用 书 ,同时 也 可 作为 广大 读者 在 自学 微 积 分 过 程 中 的 参考 用 书 。 

众所周知 , 原 习题 集 , 题 多 难度 大 ,其 中 不 少 习 题 如 果 认 真 习作 的 话 ， 
既 可 以 深刻 地 巩固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 可 以 有 效 地 提高 我 们 的 运 
算 能 力 ,特别 是 有 些 难题 还 可 以 迫使 我 们 学 会 综合 分 析 的 思维 方法 。 正 
由 于 这 样 ,我 们 息 切 期 望 初学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 刻苦 钼 研 , 干 
万 不 要 轻易 查抄 本 书 的 解答 ,因为 任何 削弱 独立 思索 的 作法 ,都 是 违背 我 
们 出 版 此 书 的 本 意 。 何 加 所 作 解 答 并 非 一 定 标准 , 仪 作 参考 而 已 。 如 有 
某 毕 误解 ,差错 也 企 所 难免 ,一 经 皮 觉 , 层 请 指正 ,不 胜 感谢 。 

本 忆 蒙 潘 承 润 教授 对 吕 分 难题 进行 了 审核 。 特 请 郭 大 色 教 授 、 邵 品 
琼 教授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 的 难度 大 的 题 ,都 是 
郭 大 钧 、 印 品 琼 杀 上 自作 的 解答 。 

参加 编 演 工作 的 还 有 黄 春 朝 同志 。 

本 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 山 东 工 学 院 、 山 东 是 范 学 院 和 
曲 皖 师范 学 院 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 特 在 此 一 并 致谢 。 
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第 八 草 ”多 重 积分 和 曲线 积 / 


1. 二 重 积 分 


1” 二 重 积分 的 直接 计算 法 ”所谓 连续 函数 f(x,y) 在 有 限 封 闭 可 求 积 二 维 区 域 % 上 的 二 重 积 分 , 指 的 是 


| fr Wdrdy™— lim .2 2 f(xy AriAy,, 
和 ， i 7 
max| ax, =0 
其 中 Ax; 二 zi 一 Xi,Ay, 二 y.1 一 :而 求 和 是 对 所 有 使 (x ,yi) EQ 的 那些 i,j 值 进行 的 . 
若 区 域 2 由 以 下 不 等 式 给 出 : 


a<7z< 妇 )， YT) EYEY (rz)， 


其 中 yi (x) 和 yz(x) 为 闭 区 间 [a,5] 上 的 连续 函数 , 则 相应 的 二 重 积分 可 按 以 下 公式 来 计算 : 
epare- | dx | Cryy)dy- 
积分 中 的 变量 代 换 车 连续 可 微 函数 


X=X(u,v), y= y(u,v) 
给 出 平面 Ozy 上 的 有 限 闭 区 域 Q 与 平面 Ouv 上 的 区 域 2 之 间 的 一 一 映射 , 且 雅 可 比 行列 式 


_ D(zr,y) 
Dlu,v) 


的 符号 在 Q 内 保持 不 变 ( 可 能 在 零 测 度 集 上 有 例外 ), 则 成 立 以 下 公式 ， 
fer,ywardy— [fz ,y Cu) ] | dudv. 
例如 ,根据 公式 zx 一 rcosp,y 一 rsinp 变换 为 极 坐 标 r 和 gp 时 ,有 


re ,y)dxdy= J rcosopyrsinp)rdrdp. 


【3901 把 积分 上 zydzdy 当 作 积分 和 的 极限 ,用 直线 


xz 一 二 二 12) 
把 积分 域 分 为 许多 正方 形 ， 并 选取 被 积 蝴 数 在 这 些 正方 形 之 右 顶 点 的 值 ,计算 此 积 
解 由 于 ee) 
| 
SYS 
【3902】 用 直线 zx 一 1 十 过， 3 一 1 十 到 Gy 一 0 


把 区 域 1<z<2,1<y 生 3 分 为 许多 矩形 . 作出 函数 f(z,y) = 
5. 当 n>oo 时 ,上 积分 和 与 下 积分 和 的 极限 等 于 什么 ? 


解 下 积分 和 S 一 [G+ 二 ) + (1+ 昌 )]- 二 .和 2 


n 


天 十 六 在 此 区 域内 的 下 积分 和 5S 与 上 积分 和 


m 一 1 nl oo! el 
2n 2 .1 .2 4 .4 .2|]_40 1l1, 5 
a = 全 -全 二 环 ， 


nl Al 


其 中 EE Dn(2n 1 ， 5 = DD, 


二 6 所 6 
而 上 积分 和 5s- (+t 区 ) + G+ 虹 ) ) 二 :二 } 吉 + 县 + 各 
当时 ,S 与 5 的 极限 均等 于 区 一 13 村， 


【3903】 用 一 组 项 点 A 位 于 整数 点 的 正方 形 作 为 积分 域 的 近似 域 , 并 取 被 积 函数 在 每 个 正方 形 距 原 


点 最 运 的 顶点 之 值 , 近 似 地 计算 积分 。 |” 一 二 衬 叶 ,并 与 精确 值 加 以 比较 . 

ry 2 24 十 六 十 》 

解 ” 由 题 意 知 , 应 取 的 正方 形 顶 点 为 (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2.2),(2.3),(2.4).(3,1)， 
(3.2),(3,3).(3,4),(4,1),(4,2), (04,3), 故 利用 对 称 性 知 


+ | dzrdy ~ 十 2 2 2 | 1 2 2 1 2 


~ 十 
4 Vatrty V2 V29 V34 Vil V32 V37 VA Vi2 V49 


rv 


20, 196 十 0， 371 十 0.343 十 0. 312 十 0. 177 十 0. 329 十 0. 302 十 0. 154 十 0. 285 守 2. 470， 


即 | —— dy 9. 880. 
2 V24 二 x 十 y* 


下 面 计算 积分 的 精确 值 : 


-了 
25 一 天 


dr=4| In( VB-F + dr 2| In(24t edz 


U 


drdy | 
一 4| ln(Cy 十 V24 十 也 十 到) 
， | ,v24 + 让 十 9 


24 并 
arctan 二 CC. 
V6 V24 
5 5 
一 20ln7 一 20 十 8V6 arctan 
, Va4 


2 
2x zdx 一 Xln(24 十 x?) 一 2x 十 


了 本- 2 一 2 
由 于 | mcza+z )dr= 二 rln(24 十 x ) | 


从 而 ， 2 | lIn(24 十 x? )dz 一 | zt24 二 六 ) 一 4 并 Fetan 于 | 


又 4 | In( V25 2 + 7 dr=4[zin( V 瑟 二 天 十 7)] [+4| 


5 dr 
9 (V25—x 7) V25— x 


3 2 
201n71 4| 工 dz ， 
so (V25—x 二 7) V25— zx? 
再 令 x 二 5sint, 有 


| x dx 上 一 25cos "it 二 25 一 上 (5cost— 7 ds 上 24 1， 
(V35 一 二 十 7) VSTr Jo Scostt7 站 。 5cost 十 7 
、 三 1 1 t 3 77x 2 
= (7t— 5sint) 一 24| 霹 sreton 天 tan 全 | 一 二 一 5 一 4V6arctan » 
, V6 (万 2 ) ,。 2 /og 
从 而 ， 4 jn( 25 一 zz 十 7)dz 一 20ln7 十 14r 一 20 一 16V6 arctan 2 。 
0 V24 
、 2 5 工 
注意 到 2arctan Harctan 二 二-， 
Va V3 2 
最 后 便 得 到 i 一 dzdy 14x—4 V7 ( 2arctan 一 -+aretan 一 ) =2x(7— V24)==13. 19. 
2 V24 十 十 yy v24 V 24 


将 精确 值 与 近似 值 作 比较 , 显 见 误差 较 大 ,其 原因 在 于 有 不 少 不 是 正方 形 的 区 域 都 被 忽略 .因而 产生 较 
4. 31 


大 的 绝对 误差 4. 31 及 较 大 的 相对 误差 13 gs32， 7 多 . 


dxrdy 


3 


注意 求 | 的 精确 值 若 采 用 极 坐 标 则 较为 简单 ， 
2 2 


I drdy r dg r rdr 
但 按 原 习题 集 的 安排 , 似 应 在 3937 题 以 后 才 开 始 使 用 极 坐 标 , 故 本 题 仍 用 直角 坐标 进行 计算 . 
【3904】 用 直线 xz 一 常数 ,y 一 常数 ,rz 十 y 一 常数 把 积分 域 S 分 为 四 个 相同 的 三 角形 ,并 取 被 积 函 数 在 


每 个 二 角形 的 质心 之 值 ,近似 地 计算 积分 


=2x(7— V24). 


| vars as. 


5 


其 中 S 是 以 直线 z==0.y=0 及 x 十 y 一 1 为 边 的 三 角形 . 
解 ” 我 们 只 须 以 == 方 ,y 一 方 及 x 十 y 一 二 分 积分 域 5, 即 得 四 个 相同 的 三 角形 ,它们 的 面积 均 为 二 ， 


质心 为 ( 言 ,十 ),( 方 : 广 ).( 字 ,十 ) 及 (二 .地 ), 于 是 ,得 此 积分 的 近似 值 为 


| VETy dS~ 主 (V3 十 1 + 十 J +2/2 | 1 )~ 3 (0.577 十 0. 816+2 + 0.912)220. 402， 


S 


"| 1 lr 1 3 
其 精确 值 为 I VrTyds= | dr| Vrty dy 一 3 | (1 x )dr= E 一 0. 4. 
站 所 0 


[3905] 把 积分 域 S:{ 式 十 六 1 ) 分 为 有 限 个 直径 小 于 6 的 可 求 积 的 子 区 域 A4S, (i 一 1,2,…,n). 怎样 
的 值 9 能 保证 不 等 式 


于 


[sinc + yas — DsinCz; 十 yw)AS， | 一 0.001 
四 :1 
成 立 ? 其 中 (rw)EAS. 

解 ” 记 函数 sin(z 十 y) 在 AS 中 的 振幅 为 w,, 则 


[since + was— ysinCr 十 yw)AS， | = | > | LsinCxr+ y) — sin(r, + y,)]dS 
< :1 从 


总 4 一 1 


< sncty sinn ty ds Dods= 3 oss.. 
于 一] 353 


i=1 > 1 一 1 
5, 


、 2 > 所 | 0.001 、 
由 于 积分 域 S: { 忆 十 大 委 ]1) 的 面积 等 于 x, 故 只 要 一 一 一 , 便 能 满足 原 不 等 式 的 要 求 . 但 因为 
w= sup |sin(z 十 y) 一 sin(z 十 yy)| 委 sup |(xi 二 yi) 一 (zx; 十 y)| 
Cry EAS, Gry) EAS, 
人 CE 
委 sup [lx xl+|ly ~—y | sup (rr) ty —y)] =V26,, 
Cr ES, Cs EES, 
CE SS, 人 ES 
故 具 要 取 6 一 工 x0.001x<0.00022， 
V2r 
即 有 | sin(z 十 y)dS 一 >») sin(z, 十 yW)AS | <0.001. 
加 :1 
x* ) 对 于 任意 非 负 实数 ,2 有 
2cp<Kcd 十 天 或 (a 十 5):2(a? 十 Bb )， 
从 而 ,a 十 b 人 V2(a: 十 ). 


计算 积分 : 
1 ] 
【3906】 | dx | (十 y)dy. 
拒 1 1 1 
解 | dr | Crtywdy= | (rt)dr=1. 


1 2 
【3907】 | dr | 1 XY dy. 


1 


1 + 2 Tr x _1 
解 | dz rdy | 人 5 ) dz 40° 


[3908] | dg 上 rsin: gdr. 
[a vy 


2 Ta 
0 3 


【3909】 设 R 为 矩形 委 z 魏 Ap 魏 ? 魏 日 ,函数 XCz) 和 Y(y) 在 相应 区 间 上 连续 ,证 明 等 式 : 


2m "4 2 _a 2r ， a 9 1 ， 
解 | dp|. r? Sin 9dr 一 本 | sin’ gdp=( 2 一 了 sin2g) 


0 


"| 人 B 
J[xcnYcwardy= | xcz)dr| Y(y)dy 
ju 3 b 

R 


证 ”根据 在 矩形 域 的 情况 下 化 二 重 积分 为 逐次 积分 的 计算 方法 ,不 妨 先 对 y 后 对 x 积分 , 即 得 


A B3 A B 
由 xcoycpadrdy = | dz | xcoycody= | XCzdz | YCwdy. 
J a 站 a 


R 
[3910】 设 f(r,y)=F%(zx,y),; 计 算 1= [ dz | fr wdy. 
解 不妨 按 先 对 y 后 对 积分 的 顺序 计算 , 即 得 
1 一 | [FCr,B)—F'(r,b) dr=F(r,B) | ~—FCzr,b) | =F(A,B)— Fa,B)—F(A,b)+Fa,6). 
【3911】 设 f(x) 为 闲 区 间 ae 委 z 委 4 内 的 连续 函数 ,证 明 不 等 式 : 
[| jcodz] so-o | JzCr)dz， 

且 仅 当 f(x)== 常 数 时 等 号 成 立 . 

证 明 思路 首先 ,证 明 不 等 式 ， | | /ndz ] 二 Co) | /Cdr, 
事实 上 ,只 要 在 不 等 式 | dz | [7(z) 一 7Cy) 了 dy>>0 中 将 被 积 画 数 [7(z) -7Cy)]? 展开 ,并 注意 | f(x)dx 
= | f(y)dy, 即 可 著 证 . 当 f(x) 二 常数 时 ,显然 上 式 中 等 号 成 立 ， 

其 次 ,证 明 : 当 [| f (2dr | = 一 a) [ /2x)dx 时 , 则 f(x) 二 常数 ,事实 上 ,此 时 有 

[az| Crop 一 Pop 了 dy=o. 


对 西数 F(z) 一 | [f(z) 一 f(y)Jdy 利用 2205 题 的 结果 ，, 即 可 得 | [f(a) -7(y)]*dy 一 0. 再 次 对 函数 
Gy) 一 [f(a) 一 f(y)J? 利用 2205 题 的 结果 , 即 得 (zx) 二 常数 . 
证 因为 
0< [ dr| Lf foW Ydy= 6 | fi crar-2(| fr)dz) + ba) 上 f :ydy, 
故 有 [| repdz] <0-0) | f (x) dz. 
当 f(z) 二 常数 时 ,显然 上 式 中 等 号 成 立 . 反之, 设 上 式 中 等 号 成 立 , 则 有 
| dz | [fOr)— f(y Tdy=0. 


由 于 函数 F(Cz)= | [f(z) 一 fwJdy 是 a<x<b 上 的 非 负 连 续 函 数 , 故 F(x) 二 0 (a<<x<b). 特别 F(a) 一 


0, 即 | [f(a) 一 f(y) 了 一 0. 又 由 于 函数 G(y) 一 [f(a) 一 fy)J 是 a<y<b 上 的 非 负 连 续 函 数 , 帮 G(y)=0 
(a 委 y 委 0 . 因此 ,f(y) 三 f(a) (a 所 y 所 05), 即 f(x) 王 常数 .证 毕 . 
【3912】 下 列 积分 有 怎样 的 符号 ? 


C1) i InCxz: 十 到 )dzdy (2) [| Srydrdy; (3) J arcsin(z + ydrdy? 


EE 2 oSr<l 


解 (1) 由 于 0 所 妇 十 光 委 (了 | 十 上头 委 1 及 ln( 院 十 巡 ) 委 ln1=0, 且 当 |zl 十 |y<1 时 n(x 十 yy) 之 0， 


故 由 ln(z2 十 见 )drdy<0 
lzl ?iylel 
(2) 我 们 有 | VI 一 zx 一 drdy 二 了 一 上 ,一 1;, 其 中 
ty 
r= | Yay addy | YITdzt b= | YT drdy. 
2+y2 el 1 Hy 2 pe ER 
显然 0 二 了 过 I dxrdy 二 x， 1; >0,， > I dzdy 一 4 一 2r 一 2r， 
zy el 2 try 4 
故 I VI—z —y: drdy<0. 
2 ty 4 
(3) 我 们 有 
| arcsin(Xx 十 y)dxrdy 二 于 arcsin(x 十 y)dxdy 十 由 arcsin( x+ y)dxrdy. 
EL, Rl 831， 


上 式 右 端 第 一 个 积分 由 对 称 性 知 其 值 为 零 ,第 二 个 积分 因 被 积 函 数 在 积分 域 上 为 非 负 不 恒 为 零 的 连续 函 
数 , 因 而 ,积分 值 是 正 的 . 于 是 , 原 积分 是 正 的 . 

【3913】 求 函数 f(x,y) 二 sin?xsin?y 在 正方 形 :0 委 xz 委 r,0 委 y 魏 x 内 的 平均 值 ， 
1 
ne 


提示 所 求 平均 值 为 积分 fr,y)drdy. 


QTER 
OvEr 


1 .2 1 * 2 1 r 1 . "2 1 
解 ”平均 值 mn -由 sinzzsinzydzdy 一 总 [| sin’ zdz | = 十 | (圭一 二 sin2zx) | 二 元 
[3914】 利用 中 值 定理 估计 积分 = dady 
向 a 100 十 cos* zx 十 cos: y" 
解 题 思 路 注意 到 积分 域 的 面积 为 200, 故 由 积分 中 值 定理 知 ， 
200 > 
一 9 四 » 3 < 雪 » 
{ 100 二 cos’é+ cos 其 中 (DE 区 域 |z| 二 |y| 所 10 


显然 有 0 委 cos Ecos WE2, 可 以 证 明 必 有 0<<cos eeos wy<2. 
于 是 ,可 知 1.96<<T<2. 
解 ” 由 于 积分 域 的 面积 为 200, 故 由 积分 中 值 定理 知 ， 

1 200 


I 100Tcos et eon 200 100Tcos eT com’ (1 
其 中 (8&,) 为 区 域 |x| 十 |y| 志 10 中 的 某 点 . 
显然 0 委 cos ecos 52, 我 们 证 明 必 有 
0<<cos ecos p<2. (2) 
由 于 函数 coszz 十 cos*y 在 有 界 闭 区 域 |zl 十 |y| 委 10 上 的 最 大 值 为 2, 最 小 值 为 0. 从 而 ,连续 函数 
1 、 1 1 
100 二 Cow zcosry 企 有 和 界 闭 区 域 |x| 二 1y| 拟 10 上 的 最 小 值 为 157，, 最 大 值 为 100， 如 果 cos ecos wy 一 2, 则 
由 (1) 式 知 ， 
1 
hie (TO 102 ) drdy il1=0. 
_ 1 a 4 _ 
但 f(x,y) 100Tcos zxTF cosy 105 是 非 负 连续 函数 ,从 而 , 必 有 f(r,y) 三 0 (在 区 域 |z| 十 1y| 科 10 上 )， 
即 cos* x 十 cos*: y 寺 2 (在 区 域 |z} 十 |y| 科 10 上 ). 这 显然 是 错误 的 . 由 此 可 知 ,cos?6 十 cos27<< 2. 同 理 可 证 
cos?& 十 cos* >0. 于 是 ,(2) 式 成 立 . 从 而 ,得 9<1< 和 93， 即 1.96<1<2. 


【3915】 求 镶 (x 一 a 十 (y 一 也 R* 上 的 点 到 原点 的 距离 之 平方 的 平均 值 . 


1 2 1 二 
解 题 思路 平均 值 二 中 (十)dxdy. 可 以 求 得 
Ca ry WR? 
-RE [| ydzdy= 姑 十 二 ， -二 | 了 drdy 一 他 十 和 
| 元 | 7 

Cay vy 2 < R2 (Cr -x RR 
R’ 
从 而 ， 1 一 dc 二 + i 

解 平均 值 1 一 -大 。 | (w+y)dzrdy. 由 于 
(Ca) bt CR 
1 li 2gzd 1 fa-R 1 A 
nR’ | ed 一 运 | | Rr a y dy 


{rr i eR 


1 RR rR 3 
(0)| VR Cr Tadrt2| CR — Cr—a)’ dr) 


xR 
-VR tin RR]| ta RR 
+ 3R arcsin 二 | 
= 的 . BR i . 3 p+ 
同 理 , 有 -二 I drdy=w 二 全-. 


2 2 2 
ra ty DRT 
及 


于 是 ,太一 愤 十 久 + 


在 问题 3916~3922 中 ,对 二 重 积分 | /(x,y)drdy 内 按 所 给 区 域 4 依 两 个 不 同 的 顺序 安置 
积分 的 上 下 限 . 


【3916】 QQ 一 以 O00.0) ,A(1,0),B( ,1) 为 顶点 的 三 角形 . 


解 “为 方便 起 见 ,将 二 重 积分 | /cz,y)dzdy 记 作 工 于 是 ， 


a] few [ay forar 
【3917】〗】 0Q 一 以 000,0) ,A(2,1),B( 一 2,1) 为 顶点 的 三 角形 . 
提示 “注意 直线 OA 的 方程 为 y 一 二 x,OB 的 方程 为 y 一 一 上 + 及 AB 的 方程 为 y 一 1. 
解 如 图 8.1 所 示 ,OA 的 方程 为 ?一 村 xz,OB 的 方程 为 > 一 一 二 < 
AB 的 方程 为 y 二 1. 于 是 ， 


] 2 
1= | dy| fr dr 
0 2y 


0 1 2 1 
=| | dz| | f(x,y) dy | dar| fxriy dy 


工 
2 了 


2 1 
一 | dzr | fry dy, 
2 二 


【3918】 QQ 一 以 OC(0,0),A(1,0),B(1,2) ,C00,1) 为 顶点 的 梯形 . 
解 ” 如 图 8.2 所 示 ,BC 的 方程 为 y 一 1 二 x. 于是， 


1 工 - 1 1 2 
了 一 | dz | ftwdy=| dy | frwdrt | dy| fry dr. 
4 6 a a 1 1 


MI 一 上 ---- 交 


MI 一 上 -一 二 


-mm 一 
A 4 Xx 一 


图 8. 2 图 8.3 
【3919】 2 


V 1 Vly 
解 1=|， dr| 一 > f(x,y)dy= | dy| rz A Td. 
f3920】 0 一 圆 ye 


2 


提示 “积分 域 避 为 x+ (> 二) <( 十 ). 


解 如 图 8. 3 所 示 . 积分 域 O 为 妇 十 (y 一 于 六 (二 ), 其 围 线 为 


于 是 ， 
rwv ， TV 
二 < ~ 2 1 一 一 ~ 
I j dr 三 flr,y)dy= | dy [er fry dr. 


【3921】 2 一 被 曲线 一 了 和 直线 y= 二 1 所 包围 的 区 域 . 
解 ” 有 曲线 y=x? 及 y= 二 1 的 交点 为 (1, 一 1),(1,1). 于 是 ， 


1 1 1 Vy 
1= | dr |, rody 一 | dy | f(x. Wdi. 
1 < 6 —Yy 


【3922】 2 一 网 环 1] 志 x 十 y: 志 4. 
解 ” 如 图 8.4 所 示 . 车 先 对 y 后 对 x 积分 , 则 


[一 “a fordyt | a(| fr ydy 


于 2 Vi 
+ frydy)+ | dr | 天 frydy. 
若 先 对 工 后 对 y 积分 , 则 


-1 Vi 1 Vi 
| dy | 一 FrsyydzT | day{| flr ydr 图 8.4 
Vi-y 2 Vy , 
+| 一 flrsy)dr)+ | dy | pr fir pdr. i 
【3923】 证 明 狄 利克 雷公 式 ， 2 
上 dr| flr,y)dy= | dy | flxsydr (a>0). 
证 明 思 路 ”注意 公式 左 端的 逐次 积分 ,等 于 积分 
| fr, waray, 0 4 x 
n 


其 中 加 为 三 角形 域 OAB :9D(0,0),A(a,0) ,BCaa) ,改变 积分 的 顺序 ,公式 即 图 8.5 
可 获 证 . 


证 公式 左 端的 逐次 积分 .等 于 积分 | /x,y)dzrdy, 其 中 0 为 三 角形 域 0AB( 图 8.5):0(0,0),A(a.0)、 


B(au.a). 对 于 该 积分 , 若 化 为 先 对 工 后 对 y 的 逐次 积分 . 即 为 公式 的 右 端 . 于 是 .本 题 获 证 . 
在 下 列 积分 中 改变 积分 的 顺序 : 
【3924】 | ar) fr,y)dy. 


提示 注意 积分 域 的 转 线 为 y 二 Xx,y 二 27+ 及 二 2. 它 是 一 个 三 角形 域 ,其 顶点 为 (0.0),(2,2) 及 (2,4). 
解 ” 积 分 域 的 围 线 为 :y= 二 x，y 二 2x 及 x 二 2, 如 图 8.6 所 示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


2 2 2 y» ! 2 
| dr | f Czydy= | dy | fCrydrt | dy| fr,y) dz. 
0 人 0 立 i 


y=2x 


图 8.6 


{3925] | dz| > fry dy. 
5 一 一 
1 


提示 “注意 积分 域 的 围 线 为 y= 二 2 一 + 及 y+ 1 一 邯 , 共 交点 为 (2.0) 及 (一 6.8). 


解 ” 积 分 域 的 围 线 为 :y= 一 2 一 x 及 y 十 1== 夺 ,其 交点 为 (2,0),( 一 6.8) ,如 图 8.7 所 示 , 改变 积分 的 顺 


2 2 一 站 2 8 2 
5 得 | ， (rx, ) 一 (rr, . 
序 , 即 得 上 必 j27e y)dy | ， dy 上 | f(z dz+ | dy|， — 大 (Cry)dr 
1 人 
【3926】 | dz| 了 (zyy)dy， 


提示 注意 积分 域 的 围 线 为 y= 二 x* 及 y 一 x ,其 交点 为 (0,0) 及 (1,1). 
解 ” 积 分 域 的 围 线 为 :y 一 x* 及 y 王 x ,其 交点 为 (0,0),(1,1) ,如 图 8.8 所 示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


1 2 1 3 
| dz | flr,y)dy= | ay| f(xr,y) dr. 
0 0 VY 


图 8.8 


【3927】 上 dz | 一 Cryy)dw 
提示 。 注意 积分 域 的 围 线 为 图 十 六 二 ] 的 下 半 部 分 及 抛物 线 y 二 1 一 7 ,其 交点 为 (一 1,0) 及 (1,0). 
解 ” 积 分 域 的 围 线 为 圆 十 二 1 的 下 半 部 分 及 抛物 线 y 二 1 一 x ,如 图 8.9 所 示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


1 1 0 4 Vi dz 二 :1 VI 
| dz 一 Herody=| »| Ar rx | »| rs A, 


2 V2 
〖【3928】 | ar| fx,y)dy. 
1 2 -zz 
提示 ”注意 积分 域 的 围 线 为 圆 亡 十 一 27 或 (7 一 1 十 yy 二 1 及 直线 y 一 2 一 x, 其 交点 为 (2,0) 及 (1,1). 
解 ” 积 分 域 的 围 线 为 贺 x 十 y= 二 2x 或 (+ 一 1)* 十 六 二 1 及 直线 y 二 2 一 x+, 其 交点 为 (2.0),(1,1), 如 图 
8. 10 中 阴影 部 分 所 示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


2 V 2 一 于 1 1 
| dr | /Czydy= | dy| f lr,y) dr. 
1 2 0 


or 


1 
2 一 y 


图 8. 10 图 8.11 


Var 


2 
【3929】 | dz | os frydy (a>0). 


提示 注意 积分 域 的 围 线 由 圆 (r+ 一 a)* 十 二 a:(y 实 0), 抛物线 yy 二 2uxr (y 之 0) 及 直线 xr 一 2a 组 成 ,其 
交点 为 (0,0) 及 (2a,0)， 

解 ” 积 分 域 由 围 线 (r 一 a 十 y 一 a*(y 之 0), 二 2ax (y 之 0) 及 x 二 2a 组 成 . 如 图 8. 11 中 阴影 部 分 所 
示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


2 


2a VEZar a au— Vu 2 、 2 2 
| dr | yz fr dy= | | 上 fxsydrt | Ar Hardr +| dy | fry adr. 


【3930]】 [ dr 网 flr,y)dy. 
解 ” 积 分 域 如 图 8. 12 中 阴影 部 分 所 示 . 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


< tnr 1 < 
| dz| flr,y)dy= | dy | f(r.y)dr. 
] 站 0 Ee 


图 8.12 图 8. 13 


【3931】 | dx [iM flr,y) dy. 


解 ” 积 分 域 如 图 8. 13 中 阴影 部 分 所 示 . 由 于 y= sinz 的 反 函 数 , 当 y 从 0 变 到 1 时 为 r= 二 arcsiny,; 当 y 
从 1 变 到 一 1 时 x 二 x 一 arcsiny; 当 yy 从 一 1 变 到 0 时 为 x 二 2x 十 arcsiny, 故 改变 积分 的 顺序 , 即 得 


2x sinr 1 arcsiny 0 Zt aresiny 
| dr| flr,y)dy= | dy | flryy)dr— | dy| flr,y) dr. 
0 darcsiny -1 


9 和 a arcsiny 


计算 下 列 积分 : 


【3932】 [zazdv, 设 0Q 是 被 抛物 线 y’ 二 2px 和 直线 x 二 玉 (p>0) 所 包 


围 的 区 域 . 
解 ” 积 分 域 如 图 8.14 所 示 . 于 是 ， 


P| 2 /dpr £ 5 

| zy:dzay= 二 dz| xyzdy 一 上 3 Vp7)” dz 一 分 . 
o [9 

nn 


一 Y2pr 


[3933] | (a>0) ,其 中 是 以 圆心 在 点 (a,a) 半 径 为 a 的 圆周 14 
hn a . 


〈 它 与 坐标 轴 相 切 ) 的 较 短 弧 和 坐标 轴 为 界 的 区 域 . 
提示 注意 积分 域 呈 的 围 线 为 加 (x 一 a)* 十 (y 一 4a) 二 Qa 与 两 坐标 轴 相 切 的 较 短 弧 及 直线 并 二 0,y 一 0， 

因而 , 当 工 从 0 变 到 4 时 ,对 于 每 一 个 国定 的 xy 从 0 变 到 a 一 V2az 一 刀 ， 
解 如 图 8.15 所 示 . 当 工 从 0 变 到 a 时 ,对 于 每 一 固定 的 z,y 从 0 变 到 


a 一 V2ax 一 x .于 是 ， , 
fT drdy _ r dx | dy C0 
a +vya) =a: 
| WwW2a 一 工 0 AAA24 一 工 J0 大 一 区 了 了 一品 a 
fadr 人 一 8 
=| a | vzaz (2VZ 3 )ava. 


[3934] | 1xyldzdy, 其 中 0 是 以 a 为 半径 , 华 标 原点 为 加 心 的 加. 8 15 


a a re 
提示 原 式 = 1zldz| /i 1y|dy. 并 注意 被 积 画 数 均 为 偶 画 数 及 积分 区 闻 的 对 称 性 . 


a Va -2 au a , a! 
解 l [zyldzrdy= | , dz | 二 1zy|dy 王 | (a:—x’)|zxildr=2 | (a’ x)rdr= 7F. 
A 


[3935] 上 e+y dxrdy, 其 中 是 以 y 二 zy 一 x 十 asy 二 4 和 y 一 34a(a>0) 为 边 的 平行 四 边 形 . 
nn 
提示 宜 选 择 先 对 工 后 对 y 积分 较 好 . 
解 ” 如 图 8. 16 所 示 . 当 y 从 a 变 到 34 时 ,对 于 每 一 固定 的 y,x 从 
y 一 4 变 到 y. 于 是 ， 
| (zz 十 只)dzrdy 一 [ dy (2z2 十 好 )dz 


了 
fry 2 22 | 168a4 ,i 
| [ 3 十 ay 3 dy 12 14a'. 


y=x 


[3936] 有 yrdzdy, 基 中 0 是 被 横 轴 和 摆 线 


X=alt—sint), y=a(l—cost) (0&t<2n) 
的 第 一 拱 所 包围 的 区 域 . 
提示 利用 2281 题 及 2282 题 的 结果 . 


2ra > 4 『2r 4 4 fF2r 5 4 fx 
解 由 ardy= | dz | y* dz 一 与 | (1— cost)’ d= | sins 了 由 一- | sins udu 
0 人 o 0 站 
时 


号 4 扣 加 5 4 工 工 5 4 如 。 
一 全 4 人 sintudut | sintudu ) 一 {( sins udu 十 | cos'udu) 一 2 。 :| sin: udu”*’ 
3 ov 3 0 0 


,TT _35 4 


,13.5 
2 .4"6 
x ) 利用 2282 题 的 结果 . 


x XX) 利用 2281 题 的 结果 . 
在 二 重 积分 | fC,wdrdy 
中 , 令 z 一 rcosp 和 > 一 rsinp, 变 换 为 极 坐 标 > 和 p ,并 配置 积分 的 限 , 设 : 
【3937】 2 一 圆 x 十 y 所 a:. 
解 ” 雅 可 比 行列 式 [二 ~ 以 下 各 题 不 再 写 出 . g 从 0 变 到 2x,r 从 0 变 到 a. 于 是 ， 
fcr, wdrdy= | dg [ f(rcosg,rsing)rdr. 
n 
【3938】 0 一 圆 xz 十 y 计 ax (ce>>0)， 
解 圆 二 十 yar 即 (z 一 全 ) 二 二 (全 ) ,其 围 线 的 极 坐标 方程 为 * 一 acosg。 当 9 从 一 去 变 到 好 
时 ,对 于 每 一 固定 的 pg,r 从 0 变 到 acosg. 于 是 ， 


Il flr, drdy— 上 dp [~ flrcosgrrsing) rdr. 


于 
【3939】 8 一 环 对 委 寻 十 到 委 产 . 
提示 注意 当 p 从 0 变 到 2r 时 ,rr 从 |a| 变 到 10|， 
解 og 从 0 变 到 2x,r 从 lal 变 到 1651. 于 是 ， 
2x 5 
由 redzay= | dp | Arcosgprsinp)rdr 
0 1 
n 
【3940】 2 一 三 角形 0 委 z 委 1;0 委 > 委 1 一 z. 


提示 注意 直线 x 十 ?一 1 的 极 坐 标 方程 为 7 万 ese(p 十 本) 及 9 从 0 变 到 号 
解 ”由 于 直线 x 十 y=1 的 极 坐标 方程 为 


-1 -上 工 
一 启 csc(e+ 4 )， 
而 当 p 从 0 变 到 万 时 ,对 于 每 一 固定 的 p'r 从 0 变 到 方 cse (9+ 至)， 于 是 ， 


至 点 csc(r- 于 ) 
由 edzay= 上 dg < flrcosg,rsing)rdr. 
二 0 0 
分 


2 
【3941】 2 一 区 域 一 ac 委 z 魏 as ya. 


解 题 思路 ”注意 抛物 线 y 二 本 及 直线 y 二 a 的 极 坐 标 方程 分 别 为 一 2sipe 及 一 -2_. 又 p 的 积分 范围 
a COS [2 sing 


[0,z 应 分 为 [0, 亚 ],[ 志 , 亚 ] 及 [2 ,zx]， 


解 如 图 8.17 所 示 . 区 域 2 可 分 为 三 部 分 : 
(1) 当 gp 从 0 变 到 于 时 ,对 于 每 -固定 的 ?rr 从 0 变 到 全 9 其 中 = 


人 为 扫 物 线 一气 的 极 坐标 方程 ; 


COS 


(2) 当 g 从 地 变 到 下 时 ， 对 于 每 一 固定 的 g,r 从 0 变 到 -2-，; 


sing 
(3) 当 9 从 普 变 到 时 ,对 于 每 一 固定 的 p,r 从 0 变 到 2 
于 是 ， 


3 


失守 


四 asing 2 
| erwardy=| dp | flrcosg.rsing)rdr+ | de | Crcosepyrcosp)rdr 
六 站 站 日 


asing 


十 | dg 区 flrcosgp,rsing)rdr. 
4 


【3942】 在 怎样 的 情况 下 , 当 变 换 为 极 坐标 之 后 ,积分 的 上 下 限 是 常数 ? 
提示 当 且 仅 当 积分 域 为 由 中 心 在 原点 的 两 同心 图 和 由 原点 引出 的 两 条 射线 所 围 成 . 


解 ” 若 变换 为 极 坐 标 , 积 分 rerswardy= | dp| flrcosp'rsing)rdr, 
fh 


其 中 a.B.a.6 均 为 常数 , 则 表明 积分 域 0 为 a 志 r<<b,a<g<h 它 表示 圆 环 面 a 世 +r<b 被 射线 g 一 a1g 一 8 裤 
出 的 部 分 , 且 只 有 积分 域 是 这 种 情况 ,变换 为 极 坐标 后 积分 的 上 下 限 才 是 常数 . 如 3937 题 及 3939 题 即 为 其 


特例 . 


在 下 列 积分 中 , 令 z 一 rcosp 和 > 一 rsinyp, 变 换 为 极 坐标 - 和 9? ,并 依 两 种 不 同 的 顺序 配置 积 


分 的 上 下 限 : 


1 1 
【3943】 | dz| flr,y)dy. 


解 如 图 8.18 所 示 . 若 先 对 积分, 则 当 9 从 0 变 到 子 时 ,对 于 每 一 固定 的 9'r 从 0 变 到 secp; 当 gpg 从 


于 变 到 到 时 ,对 于 每 一 固定 的 p,r 从 0 变 到 cscy. 


若 先 对 9 积分 , 则 当 - 从 0 变 到 1 时 ,gp 从 0 变 到 二 ; 当 上 从 1 变 到 V2 


时 ,对 于 每 一 固定 的 ~,p 从 arccos 二 变 到 arcsin 二 . 于 是 ， 


1 1 
| dr | flr,y)dy 
0 0 


一 上 dp | Crcosprsinp)rdr 十 上 dp [i flrcosp,rsing)rdr 
0 日 至 0 


1 


afcsin—~ 


的 
arccos 一 


! 到 Va 
= | rdr| flrcosgp,rsing) dg | rar | 
昌 由 1 


下 面 的 3944 题 一 3950 题 均 可 仿 本 题 的 思路 来 求解 . 
1 Vi 
£3944] | dr | fx,y)dy. 


解 ” 如 图 8.19 所 示 . 若 先 对 积分 , 则 当 9 从 0 变 到 -> 时， 


1 (Crcosprsinp)dy， 


对 于 每 一 固定 的 9 从 万 cse(9 十 至) 变 到 1 车 先 对 9 积分, 风 

当 " 从 方 变 到 1 时 ,对 于 每 一 固定 的 rp 从 于 一 areeos 一 方 变 到 
1 eco 启 

下 十 arceos 一 一 ,其 中 直线 zx 十 y= 1 的 极 坐 标 方程 为 rsin(g 十 "1 

4 -VE 

TT 1 区 一 1 wx 、 ] ~ 

4) 到 "外 cos(l 二 一 9) -万 或 i 士 arccos 2 

于 是 ， 图 8. 19 


Vi-r - 1 
fryay= | dp|， _ 
0 工 


sc(g 一 亚 
(eT 


万 


12 


1 下 
， f(rcosp.rsing)rdr= | rdr 加 
全 1 


aTCeOS 


A 


【3945】 | dz 广 fCVE FY dy. 
解 如 图 8.20 所 示 . 若 先 对 积分, 则 当 ?p 从 不 变 到 二 时 ,对 于 每 一 
固定 的 psr 从 0 变 到 -2_ 
COSO 


若 先 对 gp 积分 , 则 当 - 从 0 变 到 2VZ 时 ,gp 从 十 变 到 地 ; 当 r 从 2V2 变 


到 4 时 ,对 于 每 一 固定 的 ry 从 arccos 全 变 到 互 .于 是 ， 


EE 


2 
”dp |™ rflr)ydr 


2 PRA 
| dz | f (VIF dy= | 


2 并 

= 吾 | r 太 Cr)dr 十 | (至 一 arecos 圭 )rrmpdr 
1 人 

【3946 了 * | dz | zydy 1 J 


解 如 图 8. 21 所 示 . 若 先 对 积分, 则 当 g 从 0 变 到 了 时 ,对 于 每 


一 辐 定 的 gvr 从 启 各 变 到 5y ,其 中 /一 襄 吧 为 其 物 线 y 一 x 的 极 坐 标 5 


CO 
方程 . 


若 先 对 p 积分 , 则 当 从 0 变 到 1 时 ,对 于 每 一 固定 的 r,p 从 0 变 到 
aresin (由 一 总 各 解 出 9); 当 上 从 1 变 到 V2 时 ,对 于 每 一 


2r co 
VIis4r7 1 
如 一 .于 是 ， 


图 8. 21 


固定 的 ~,p 从 arecos 二 变 到 arcsin 


] 2 A — 1 ein tar -1 
| dz| zy)dy= | dp | f Creospursing)rdr= | rar | /Creosp,rsing)dy 
0 0 0 0 


= 学 0 
coxe p 


J arcsin . 
十 rdr | flrcosg,rsing) dy. 


arccos: 


【3947] J fr,yydzrdy, 其 中 区 域 0 由 曲线 (下 十 y) 二 a (x 一 六) (x 之 0) 围 成 . 
1 


解 今 二 rcosps,y 二 rsing, 则 曲线 (x 十 y)? 二 a? (一 六 )(r 之 0) 的 极 坐 标 方程 为 r 一 a?cos2g, 其 图 
像 是 双 纽 线 的 右 半 部 分 ,如 图 8. 22 所 示 . 


若 先 对 > 积分 , 则 当 9 从 一 到 变 到 于 时 ,对 于 每 一 固定 的 9， 必 


r 从 0 变 到 a Vcos29. 
若 先 对 p 积分 , 则 当 - 从 0 变 到 a 时 ,对 于 每 一 固定 的 r,p 从 


2 2 
- arceos 亏 变 到 于 arecos 石 ， 于 是 ， 


“ 1 
2 pe ~ = 一 arccos-5 
\、 2 a 


| flr,y)drdy= | rdr | flrcosg,rsing)dy 了 
ja o - 


n 2 


图 8. 22 
于 VE 
一 | dg | flrcosg:rsing)rdr. 
一 


亚 
1 


* 题 号 右上 角 带 “十 ”号 表示 题解 答案 与 原 习 题 集 中 洋 本 所 附 答案 不 一 致 ,以 后 不 再 说 明 . 中 译本 基本 是 按 俄 文 第 二 
版 翻译 的 . 俄 文 第 二 版 中 有 一 些 错误 已 在 俄 文 第 三 版 中 改正 . 
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令 - 和 y 为 极 坐标 ,在 下 列 积分 中 变更 积分 的 顺序 : 
【3948] [请 dp| ”ppdr (x20). 


解 ” 积 分 域 为 由 圆 r 一 acosp 或 (z 一 全 ) 二 六 = (4) 所 围 成 的 圆 域 . 


若 先 对 g 积 分 , 则 当 7 从 0 变 到 a 时 ,对 于 每 一 固定 的 r,g 从 一 arccos 广 变 到 arccos 元 (图 8. 23). 于是， 


| de | JP,r)dr 一 | dr 站 Jp,r)d9. 


2 


各 a Vsinap 
【3949】 | dp| ”pmdr (a>0), 
解 ” 积 分 域 由 双 纽 线 r* 二 a sin2g 的 右上 部 分 围 成 (图 8. 24). 
车 先 对 9 积分 , 则 当 r 从 0 变 到 a 时 ,对 二 每 一 固定 的 rp 从 二 arcsin 巨变 到 于 一 二 arcsin 气 .于 是 ， 


各 Vsinag a 至- 立 
| dp| fgndr= | dr | 
0 9 方 


0 0 0 J arcsn 
"m3 


【3950】 [ dp| fipsndr. (0<a<2n). 
0 o 


解 ”积分 域 由 曲线 ~ 一 %( 阿 基 米 德 螺 线 ) 与 射线 gp 一 “ 围 成 (图 8. 25). 
改变 积分 顺序 , 即 得 


| ap] fl9'n)dr= | dr| flp,r) dg. 
变换 成 极 坐标 ,把 二 重 积分 化 为 一 重 积分 : 


【39S1】 J f(Vr ty drdy. 


rr? el 


提示 “注意 先 对 再 对 9 积分 , 即 易 获 解 ， 
解 I f(VETFY drdy= 上 dp| fonrar=2r | rf (dr. 

2 和 2 二 1 
[3952] 有 7 v 丈 于 郊 )dzdy, 其 中 D= fylIslzlilzlsl). 

n 
解 题 思路 ”注意 先 对 gp 后 对 积分 , 当 上 从 0 变 到 1 时 ,对 于 每 一 个 国定 的 r,9 从 一 下 变 到 下; 当 从 
1 变 到 V3 时 ,对 于 每 一 个 国定 的 r,g 从 arccos 十 变 到 于 

注意 到 积分 域 有 关于 x 轴 及 y 轴 的 对 称 性 , 故 当 外 从 一 下 变 到 于 时 ,应 在 所 得 的 积分 表达 式 前 面 乘 以 


常数 2, 而 当 史 从 arccos 二 变 到 下 时 , 则 应 在 所 得 的 积分 表达 式 前 面 乘 以 常数 4. 这 一 点 务 请 读者 注意 , 否 
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则 就 会 产生 错误 . 
解 ” 积 分 域 2 如 图 8. 26 所 示 . 先 对 9 积分, 则 当 -> 从 0 变 到 1 时 ， 


8 从 一 于 变 到 于 ; 当 r 从 1 变 到 /5 时 ,对 于 每 一 固定 的 ,gp 从 arccos 二 


变 到 二. 于 是 ， 


[fe Vr ty )dzrdy 
入 


1 区 V3 区 
=2 | rropdr| dp+4 | "fondr | dy 
1 


arccos 一 
r 


1! 1 
=x| rf(r)dr+ "| (x 4arccos )rf rdr. 
0 i rr 


[3953] 小: ) drdy. 


提示 注意 先 对 7 再 对 gp 积分 , 当 从 0 变 到 cosp 时 ,对 于 每 一 个 固定 的 r:9 从 一 六 变 到 二 ,问题 即 
可 获 解 . 


到 
2 


解 i )dzrdy= | dp| f(rang)yrdr= 去 | f(tang) cos’ pdgp. 
-至 0 


亚 
2 


变换 成 极 坐 村 ,计算 下 列 二 重 积分 : 
【3954] | Vrty drdy. 


提示 注意 积分 域 口 为 (10 委 9 委 2r,0 委 - 委 a ). 
解 [| Vrt+y drdy= | dp| “rdr 二 一 一 ne 。 


Yd 


[3955] I sin Vx ty drdy. 


2 2 2 


ny 
提示 注意 积分 域 0 为 {0 魏 9 和 2r,r 委 r 委 2r)， 


2x 2x 2r 
解 | sin Vx 二 y drdy= | dp| rsinrdr=2x | rsinrdr 一 一 6r2. 
ju 0 bE 


[3956】 利用 函数 组 
w= vy 
把 正方 形 Sta 过 x 过 a 十 h,6<y<<b 十 hh) (a 之 0,5>0) 变 换 为 区 域 5. 求 区 域 5 的 面积 与 区 域 S 的 面积 之 比 


当 A->0 时 ,此 比值 的 极限 等 于 什么 ? 
解 ”正方形 的 角 点 A(au,6) ,BCa 十 h,b) ,Cla 十 h,5 十 h) ,Dla,6 十 h) 对 应 于 Oxv 平面 上 的 点 


A' (和 ,Vad )， B' (is VaTRs), 


2 - 2 
(SD, CTBTRy )， D (2, atbth) ). 
a 
正方 形 的 四 边 y==6,x 二 a 十 h ,y= 二 6 十 h ,x 二 a 对 应 于 Ouwv 平面 上 的 四 条 曲线 , 即 


3 4 
CD’ iu CT 全 ; D'A’iu=O. 
也 a 


/7 加 pod v! 
AB uF: CN 


由 这 四 条 曲线 围 成 的 区 域 即 为 S'( 图 8. 27). 
于 是 ,区 域 S 的 面积 为 
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"| Maky ot VO 4 Vm ps 
sS=|ado=| aot | |! 
上 


/IT 让 /本 也 


| 1 


U 1 3 5 ER 
VU at du sal (bth) a ] 


1 1 .Fl 1 

上 CO 十 p 

0 | a TR) i | | Es | 
1 


一 了 ath) (b+h) 一 Vilath) pb | 
u 

一 6 | 3 1 ] 

SL VODTA) V7] 二 | 2 

从 而 ,区 域 S 的 面积 与 区 域 S 的 面积 之 比 为 

S7 6 = 6 [wo 二 一 VCwa 十 六 一 Ya ) 

一 一 [VC 十 及 六 v5]| 2 | —。 

EA "Ri Vi 3 1 Vata Thy 
_ 6， V OTRh) — VP 


Ul 


ala+h) (Vathi+vVa}( Voith + )( vot+h —vb) 


6 十 bb 二 有) 十 (Bb 十 hh) 十 (25 十 h) VC 十 及) 
5 ataFh) (VaFhtVa) (VoTh+Wo) 


上 述 比 式 是 4 的 函数 ,并 且 在 A 一 0 点 连续 . 于是， 


linS -6 522 -3 了) 
nn-0S 5 4 Was -Vb 2 、a 
事实 上 ,应 用 洛 必 达 法 则 求 此 极限 更 简单 些 , 这 是 因为 
lm im BT 
hoo hn-=0 
1 1 
im h 4th 一 im (a 十 如 -到 -ot 
,SS _6 5 1 3 3/b\3 
于 是 ， lms 5 "20 "47 > (2 ). 


注意 ”车 利 用 二 重 积分 的 变量 代 换 , 则 计算 S 较为 简单 ,容易 算得 


3» 


D(u,v) 3 加 
B= 一 训 ( 兰 ) 


Dlu,v) 
Dx,y) 


故 S'= [axao= | 


5 5 
与 上 述 结果 一 致 .但 是 ,从 原 习题 集 的 安排 来 看 ,似乎 应 从 3965 题 以 后 才 开 始 用 一 般 的 变量 代 换 来 计算 二 


引入 新 的 变量 u,v 来 代替 x,y 并 确定 下 列 二 重 积分 中 的 积分 限 : 


_3 aa 二 也 3 6 1 1 5 
azdy= 二 | z 3dz | dy 一 (大 VT VF) 


a 


b 应 
【3957]】 | az| GOzy)dy (0<a<b; 0<a<<p) , 令 


一 5 一 之 . 
x 


提示 注意 在 所 给 变换 x 一 ro 一 之 下 ， 积分 域 由 a 委 二 委 bo7z 魏 7? 魏 pr 变 为 4 委 8 魏 ba 委 v 委 8, 且 变换 


的 雅 可 比 行列 式 
D(x,y) 1 


万 (wy) 一 “一 0 


uv u 
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解 在 变换 “一 xz 一 之 下 ,区 域 0 一 (2a 委 xz 委 六 az 委 y 委 pr)} 变 为 0 = (ae 委 x 和 Do 委 v 委 8) .变换 的 雅 


可 比 行列 式 


_DCzy) 1 
{= Dlu,v) vy a “> 0. 
_ 加 Br 四 8 
于 是 | dz | floray=| udu | f uu dy. 


2 2—r 
[3958] |.az| xz)dy 令 xz+Hwoz 一 yy 
0 1 一 工 


提示 。 在 变换 4 一 xz 十 y,，v 一 x 一 y 下， 积分 域 由 0 二 xz 坪 217 二 ys 二 2 挛 为 1 二 ww 二 2， 
1 uv Um—vV 
2°% 2 2 

解 ” 在 变换 4 二 x 十 y,，v 二 7 一 y 下， 区域 0Q 二 (10 委 xz 委 2, 1 一 zx 和 7y 委 2 一 z) 变 为 0 一 
11 和 妥 2 ,一 wo 过 4 一 小 .事实 上 ,zx 十 oo 一 27u 一 oz 一 2y, 故 0 委 x 十 zx 委 4, 即 一 kx 委 v 受 4 一 六 变换 的 雅 可 比 


一 uv 人 4 一 wu, 且 变换 的 雅 可 比 行 列 式 J 


行列 式 一 一 到 ,从 而 ,| 川 一 于, 且 z 一 2 一 闻 二 于 是 ， 


2 27 1 fF 4 utv uv 
| dz| “f(r,wdy= 广 | du| / (SY )dw 


[3959] | rczesy?dzqy, 其 中 口 是 被 曲线 VE TV3 va ,xz 一 0,y 一 0(a>0) 所 包围 的 区 域 , 令 


工 一 MKCOSs'u， y= usin’ vw. 
提示 ”注意 0 的 界线 Vr 十 Vy 一 Va 的 参数 方程 为 
X=acosv, y=asin'v (0 和 vs 了) 
对 于 所 给 变换 ,有 | 下 | 一 41ucosto，sintz| , 且 积分 域 人 变 为 0 一 (0<us<a,0<vs 王 | 
解 0 的 界线 Vz 十 Vy 一 Va 的 参数 方程 为 
Xz 二 acos' vw, y=asin'v (0<v<). 


对 于 变换 z= 二 wcos'v,y 二 usintv, 有 |1| 二 4|ucos*vsiniv|, 且 区 域 0 变 为 Q 一 { 0<u<a,0<v< 他 ) .于 是 ， 


| fr wardy 一 4 [ udu 上 cos’ vsini vf (ucos' v, vsin' v) dv 
0 0 


n 


< 
到 ， “ ， . 

=4| cos’ vsin’ wdo| uf (ucos'! v,usin v) du. 
0 0 


【3960】 证 明 : 变 量 代 换 x 十 y==&,y= 包 把 三 角形 0 委 z 委 1,，0 委 >y 委 1 一 z 变 为 单位 正方 形 0 委 终 1， 
(OR 


证 由 0<y<1-x 及 0<z<1 得 0<z+y<1, 即 0<6<1. 又 0 诗人 < 

反之 ,从 0 志和 1,0 志 7 和 1, 得 0 很 x 十 y 夺 1,y 二 即 ,X 二 1 一 力 , 故 0 委 z 委 1,0 委 y 委 1 一 xz 因此 ,三 角形 
域 {0 过 x 志 1,0 志 y 亿 1 一 +) 变 为 正方 形 域 {10 扎 & 和 1,0 所 yy1). 

【3961】 在 怎样 的 变量 代 换 下 ,由 曲线 zy 一 1,zy 一 2,z 一 ?十 1 一 0,z 一 y 一 1 一 0(z>0,y>0) 围 成 的 曲 
线 四 边 形 被 变换 成 矩形 , 且 其 边 平行 于 坐标 轴 ? 

提示 宜 作 变换 zy 一 xs 工 一 y 一 也 

解 ” 原 四 条 曲线 为 zy 一 1,zy 一 2,z 一 y 1,z 一 y 一 1(z>0,7y>0), 故 显然 应 作 变 换 zy 一 wz 一 ?一 
v. 这 时 4 从 1 变 到 2,v 从 一 1 变 到 1, 故 原 积分 域 变 为 区 域 :1 委 x 委 2 一] 委 vv" 委 1. 


进行 适当 的 变量 代 换 ,把 二 重 积分 化 为 一 重 积 分 : 


1, 且 70, 故 0<7&1. 
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【3962] | f(z+ ydrdy. 


rr <! 


提示 。 作 变换 十 y 二 Wwz 一 y 一 J 或 + 一 < 了,y 一 5. 则 有 | 有 1 一 方 ,上 县 Ww 从 一 1 变 到 1.b 也 从 一 ] 变 
到 1 
解 ” 作 变换 xz 二 y 一 wz 一 yv 或 xy 一 人, 则 有 11 一 坟 , 且 v 从 一 1 变 到 1.p 从 一 1 变 到 1 
于 是 ， 
1 1 1 1 
frtydrdy= 吉 | do| fondu= | fC du. 
zxiFivl sl | 国 ! 
【3963】 上 flartbyto drdy (et0). 
el 
一 Xby pr—ay aut hv bu—av » » ， 
提示 。 作 变换 也 = 一 &， 二 wv, 则 及 二 ‘y= 及 心 十 六 三 已 十 这 . 故 区 域 
a 二 + C 十 玉 Ve 十 做 Va 十 六 
十 交代 1] 变 为 对 十 妈 委 1, 且 有 | 了 一 1. 
i 十 By br—auy _ aut+ pv bu—av 5 » ， ， 
解 ” 作 变换 < 一 &， 三 , 则 有 + 二 ,y= 及 站 十 VY 二 让 十 吓人 1, 故 区 
a + We 十 妨 we 十 六 We 十 六 


域 心 十 关 委 1 变 为 办 十 妇 委 1, 且 有 | 中 二 1. 于 是 ， 


1 1 Vi 
I Faz 十 py 十 c)dzrdvy 一 || filvVath ate) dudv= | du| 三 二 fvVath ut dv 
oo 1 | 


2 


| a 


1 VI- ! 
二 | flva tp utodu | .三 十 du=2| Vl—w fl(Va th utodu. 
1 1 1 


【3964】 | rczyydzdy 其 中 区 域 0 由 曲线 .ry 二 1 ,rv 二 2,y 二 x,y 二 4r(r 之 0.y>0) 团 成 . 
疡 


提示 人 变换 zy 一 兰 一 即 x 二 A/ 芯 ，y 一 Vi. 则 区 域 器 灾 为 区 域 
0 = {12 1 ). 且 |1| 一 去: 
解 ” 作 变换 zy 一 4, 之 一, 则 区 域 9 变 为 区 域 Q9' 一 (1x<2,1<v<4}, 且 |11 一 却 . 于 是 ， 
lL fry drdy— | 史上 | Foodu=1 n2 | fdu. 


计算 下 列 二 重 积分 : 
[3965] | (x 十 y)drdy. 其 中 区 域 4 由 曲线 让 十 二 x 十 y 围 成 . 


提示 。” 作 变换 xz 一 广 +reosgry 一 方 十 rsing 则 区 域内 变 为 区 域 
0 一 (0 二 pgS2x:0 二 r 二 十 } Ill=. 
解 区 域 及 即 圆 (> 一 于) 二 (> 一 去 ) <<( 访 ) . 作 变换 :一 十 reosyy 一 也 十 rsing、 则 区 域 2 变 
} . 且 111 一 ~ 于是， 
‖ twardy= | dp 2 [Fingt eosg) dr 一 去， 


[3966] 中 Clzl 十 yl)dzdy 


lri=:y!ll 


提示 注意 积分 域 的 对 称 性 ， 


1 1 一 工 
解 (zl+lyDdzdy=4| dr | (rt ydy= 语 . 
0 0 


lrl+t'y| 所 1 


[3967】 | /一 所 一 次 dzdy, 其 积分 域 Q 是 丁 图 区 域 于 十 次 之 1. 


提示 ” 作 灾 换 Xx 二 arcosg,y 二 brsing, 则 区 域 0 变 为 区 域 人 2 一 10 委 r 委 1,0 委 9 委 2xr), 且 有 | 中 一 apr. 
解 ” 作 变换 zx 一 arcosp,y 一 prsinp, 则 区 域 2 变 为 区 域 Q = {0<r<l 0 和 9 魏 2xr) . 且 | 中 = 三 xbor. 于 是 ， 


2 Zn ] 1 
中 一 站 drdy 一 | dp| ap VI=7 rdr=2rab | I= ydr= 2 
0 0 一 
2 


[3968] 中 (ry )drdy. 
1 二 1 


提示 作 变 换 r+ 二 rcosgp,y 一 rsing, 利 用 对 称 性 及 1712 题 的 结果 . 
解 ” 作 变换 x 二 rcosg,y 二 rsing, 并 利用 对 称 性 , 则 有 


( 了 ) ， 至 d sec’ wd 
4 wos 1 Sin 他 3 4 9 1 Sec putang 
| (rT ty )dzdy 一 中 dz|， "dr ?| cos p 十 sin'p ?| 1 十 tamp 
lvel 
i 1+e 2 和 区 
一 一 一 一 生 一 arctan ¢ 一 一 . 
| 1 十 如 V2 -万 V2 


x) 利用 1712 题 的 结果 . 
【3969】 | (x 十 yydxrdy, 其 积分 域 2 由 曲线 y* = 二 2r,x 十 y= 二 4,7 十 y 一 12 围 成 . 
站 


十 y 一 4， 十 y 一 12， 
解 ” 由 解 方程 组 [. | 
y =27 
求 得 两 条 直线 与 抛物 线 的 交点 为 A(2,2),B(8,4),C(18, 一 6)， 


D(8, 一 4)( 图 8.28). 于 是 ， 


1 2 
|| rt ydrdy= | 中 | 
- 


2 


2 Y 
Cztydrt | dy| (z+ ydr 


y 


12-y 
二 | dy| Cr+y)dz=79 也 卫 +384 二 79 沪 


-— 
2 


二 543 下. 


六 


【3970]】 zyazray, 其 中 0 是 由 曲线 zy 一 1,z 十 y 一 也 草 


的 区 域 
解 曲线 zy 一 1 与 直线 x 十 y 一 户 的 交点 为 (去 ,2)，(2, 序 ). 于 是 ， 


5 


2 5 2 = 
[yardy= | zdzr |， ydy= 去 | (Qsrtr ] )dz 1 15 ln2. 
忆 十 


二 二 
7 2 


【3971]】 [ | cos(z 十 y)|dzdy. 


解 由 lcosCz+yldzdy= 下 dz |cos(z 十 y) 1dy 


Qs rn 
Hy 


本 上 dx | jcos(x 二 y)|dy 二 | dz| lcosCr+y) |dy 
四 0 至 和 


一 上 | | cos(z 十 y)dy 一 加 cctody| dz. 十 | 


0 他 


| | cos(z 十 y)dy 十 | ,costrt ey dr 


3 
2 


19 


一 上 | (sin 于 一 sinz) 一 | sincz+m 一 sn 至 | } dz+ | (sin 到 sinx)+ | sincz Hx) sin | 
=| 2drt | 2dz=2rx 


2 
[3972] I | 全- —y 
了 +y el 
2 一 心 一 光一 0, 即 加 


解 ” 积 分 域 如 图 8. 29 所 示 , 由 ,20 和 所 组 成 ,其 中 Q 为 由 加 -万 


dzxdy. 


- 1 ? | 一 1 ? 1 了 人 | 人 村 i 开 2 2 人 
(一 天 ) + (> 后 ) 一 十 围 成 的 区 域 ,该 加 的 极 坐标 方程 为 > 一 sin(g 十 于 ) ,而 圆 刀 十 光一 1 的 极 从 
标 方程 为 > 一 1. 于 是 ,各 区 域 分 别 为 


2 1 2 


当 点 在 0 中 时 ,由 于 (一 于 万 】 + (> 


印记 > 一 ( 刀 十 闻 ) 之 0, 故 


2 2 2 3 x y rsin ( 1 下 ) 2 
当 点 在 Q: .Q; 和 Q4 中 时 ， 
六 Ty = 2 大 rsin( p+ ) 
于 是 ,注意 到 利用 对 称 性 即 得 
THy 2 ， 
J VE XY |drdy 
ry sl 


下 


加 至 sin(g+ 到 ) . ny | 四 『 [ 2 x ] 
2| dp| Lrsin (g++ ) 7 |rdr 十 2 a dp 本 r rsin ( 9 十 4 ) rdr 


dp| [7 rsin(g+ 皇 ) rar 


| 
| 一 
=- 
a 
EN 
人 
全 
全 
十 
< 一 人 人 
| 
| 
wo 
十 
加 | 一 
“一 
| 
uu 
3 
全 
ee 
RR 
> 一 
十 
"~ 
加 已 
十 
心 | 
-一 


x ) 利用 2281 题 的 结果 . 
【3973】- 由 vT 二 [dzdy 
1 


rig 
0s ys 
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提示 “注意 中 VE 二 [dzdy 一 | V 赤 二 ydzdy 十 I Vy drdy, 


eg] 


x 
a 7 
Da NS I YE 


并 在 积分 过 程 中 作 代 换 工 =V2sint 及 利用 1750 题 的 结果 . 
入 | Vy dd 一 | VT ddyt | Vy drdy 
ll 


Sl 


r 
OSvE2 


2 
中 - - 
» 皇室 2 


1 2 1 2 1 。 1 , 
| dz | Veydy+t | dr|, VPdy- 读 | “dz+ 了 | (2— zi) dr 
1 0 -1 z2 0 a 


G 


下 


16 [7 gg 1 
+ 革 | cos'0do 了 十 


CE 
区- 


*) 参看 1750 题 的 结果 . 
计算 不 连续 函数 的 积分 : 


【3974】 | sgn(x* —y 二 2)drdy. 
-xl 

解 题 思路 ”注意 : 当 y 一 + 过 2 时 ,sgn(Xx 一 六 十 2)= 二 1; 当 一 x? 之 2 时 ,sgn(x? 一 y 十 2) 一 一 1; 当 
一 rz 一 2 时 ,sgn(xz: 一 十 2) 二 0. 

现 将 区 域 让 十 六 二 4 分 成 Q1 ,002,823,021 及 00s 五 个 子 域 , 其 中 每 一 个 子 域 的 围 线 为 

QT yd,y r=2,y>0; 2:y r=2,7r=—1l,7r=1; 

03: y=4,7r= 1; QTy =4,7r=1; 

0 y=4.y r=2,y<0. 

当 点 在 0 及 02 时 .光一 在 人 2, 故 sgn(z2 一 交 十 2) 一 一 1; 

当 点 在 Do 0; 及 0, 中 时 ,yy 一 <2, 故 Sgn 一 y 十 2) 二 1. 

从 而 ,问题 可 获 解 . 

解 当 光 一 + 过 2 时 ,sgn(zx 一 十 2) 一 1; 当 一 xz 之 2 时 ,sgn(x? 一 yy 十 2) 二 一 1; 当 一 二 2 时， 
sgn(x:—y 二 2)=0. 

现 将 区 域 妃 十 站 委 4 分 成 2 0: ,0 ,0 和 Qs 五 部 分 ,其 界线 分 别 为 十 六 二 14,y 一 x 一 2,Y 二 土 1( 图 
8. 30). 当 点 在 Qi 和 0; 中 时 .一 x? 之 2, 故 sgn( 一 六 十 2) 二 一 1; 当 点 在 QQ 和 0 中 时 ,y 一 也 <2， 
故 sgn( 必 一 风 十 2) 一 1. 于 是 ， 


| sgn(x* —Yy 二 2)drdy 


72 2 所 


一 一 | drdy 一 由 drdy 十 | dzdy 十 中 dzdy 十 i dzrdy 
2 nf 3 a 


5 


1 Vi 1 V2 2 1 Vr 1 
= 一 dr dyt4| dz dy 二 4 | ? 


) 


1 2 1 
=8| VaTrdrt4 (| vizdr—| VIRdz) 
0 1 全 


一 和 亿 +sn 1LHY3， 
3 V2 
【3975】 | [x+ yldrdy. 


Nv 


Mey 


解 题 思路 ”注意 : 

当 0 所 xz 十 yy 之 1 时 ,[7x 十 yj 二 0; 当 1 各 zx 十 y 达 2 时 ,[z 十 yj 二 1; 当 2 所 7 十 y 近 3 时 ,[x 十 y] 二 2; 当 3 所 这 
十 y<14 时 ,[x 十 yj] 二 3; 当 x 十 y= 二 4 时 ,Lx 十 y= 二 4 

现 将 区 域 0( 委 xz 委 2.0 委 y 委 2 分 成 四 个 子 域 Di ,422 ,023 及 0 ,它们 依次 为 
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Di :7 十 y 扩 1, X 守 0,，y 宇 0; 0 1 委 z 十 y 委 2，z 一 0，y 一 0; 

03 :2<7 十 yy 三 3，z 一 2，y 一 2; 1 人 7 十 y 字 3，z 生 2，y 和 2. 
当 点 属于 Qi 的 内 部 时 ,[z 十 中 二 0; 当 点 属于 0: 的 内 部 时 ,[r 十 yj 二 1; 当 点 属于 02, 的 内 部 时 ,[r 十 yj 二 2; 
当 点 属于 0Q2, 的 内 部 时 ,[X 十 yj] 王 3. 


注意 | dzdy 为 区 域 Q, 的 面积 (i 一 1,2,3,4) ,问题 即 易 获 解 . 


解 当 0&7x 十 y<<1 时 ,[x 十 yj] 二 0; 当 1 委 z 十 y<2 时 ,[Lz 十 妇 三 1; 
当 2<z+y<3 时 ,Lz 十 品 一 2， 当 3 和 xz 十 y<14 时,[z 十 妇 一 3 
当 r 十 y==4 时 ,[x 十 yj 二 4 

如 图 8. 31 所 示 , 区 域 0 委 z 委 2,0 委 > 和 守 2 可 分 为 下 列 四 部 分 : 


Pr 十 y 委 1，z 之 0，y 它 0 人 :1 委 z 十 y 委 2，7z 一 0，y 一 0; 

3 :2 委 z 十 y 委 3，z 一 2，y 一 2; 0:zr 二 y 关 3，xz 委 2，y 委 2， 二 
当 点 属于 9: 的 内 部 时 ,Lx 十 yj 二 0; 当 点 属于 2: 的 内 部 时 ,[x 十 yj 二 1; 当 点 ? 2 
属于 9, 的 内 部 时 ,[x 十 yj 一 2; 当 点 属于 02, 的 内 部 时 ,[z 十 yj] 一 3. 于 是 ， 图 8.31 


J [z+ yldrdy= 由 dzrdy 十 2 由 dzrdy 十 3 J dzdy 
2 人 03 mM 


Ue 
全 


1 二 2 2 < 3 四 2 3 一 了 2 站 
-2[ dz| dy+ | dz | dy]+4| dz | dy+ |， dz| dy |+6|, dr| dy 
互 1-r 1 全 ] 2 一 工 3 2—r 去 $3— 工 


?2 各 2 2 
=2[|, GQz—Dart | Qndr|+t4[| Cr-2drt | az]+s| (2r—3)dx—6. 
1 1 冯 3 


33 
2 


2 


[3976] 中 Vy— Zz Jdrdy. 


解 题 思路 ”注意 : 

当 让 入 y 之 让 十 ] 时 ,[y 一 |] 二 0; 当 让 十 1] 太 y 过 十 2 时 ,[y 一 沾 ] 二 11; 当当 十 2 帮 y 达 x 十 3 时 ， 
[y 一 zx] 一 2; 当 心 十 3 委 y<4 时 ,[y 一 刀 ] 一 3. 

又 抛物 线 y= 二 十 3,y 王 十 2,y 二 XT? 十 1] 及 y 二 xX? 与 直线 y 一 4 在 第 一 象限 内 的 交点 依次 为 (1,4)， 
CV2 ,4),(V3 ,4) 及 (2,4) ,与 Oy 轴 对 称 的 位 置 还 有 四 个 交点 . 

从 而 ,问题 可 获 解 . 

解 ”如 图 8. 32 所 示 . 
当 妇 委 y< 妇 十 1 时 ,[y 一 z] 一 0; 当 1 十 二 y 之 x 十 2 时 ,[y 一 x: 二 1; 
当 2 十 评委 y 之 让 十 3 时 ,[y 一 xz] 二 2; 当 3 十 妇 委 ?<4 时 ,[y 一 妇 ] 一 3. 

抛物 线 y 二 十 3,y 二 十 2,y 二 十 1 及 y 二 x? 与 直线 y 一 4 在 第 
象限 内 的 交点 为 A(1,4) ,BCY2 ,4) ,CCV3,4) 及 D(2,4), 与 Oy 轴 对 称 的 位 
置 还 有 四 个 交点 .于 是 ， 

| vG=zJdzdy 


人 os 


VT rt2 V3 4 1 2 VT 4 1 1 
=2 | dr |, dyt dr |, dy | +2V2 | az dy+ | dz| ， dy +2v3 | dz| ， dy 
得 Tl 2 I™ -1 0 I :2 ] I 2 nD T 3 


VS V3 1 
ea (3 ar| | 2 可 | (2 war ta | (1— x )dr 
2 1 0 


= 全 (+4Y3 一 3V2). 


【3977】 设 m 及 为 正 整 数 且 其 中 至 少 有 一 个 是 奇数 ,证 明 : 
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| . zy"dzrdy 一 0. 


2 


2 
a 


证 明 思 路 ” 作 变 撞 x 一 rcosg.y 一 rsing, 并 注意 cosq 及 sinp 均 为 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 即 可 得 


a a 27 a m2 琴 i 
| ”ydrdy | cos“ esin ed | 3 cos”" gsin"pdg 


a 了 3 
pr | | s cos”" gsin ap+ |: cos” psin’ oa . 
若 在 上 式 右 端的 第 二 个 积分 中 令 9 
| yn"drdy 一 -7 | ， [1 十 (一 1)” "jcos"tsinctdi。 


2 


从 而 ,命题 易 获 证 
证 作 变 换 r=reospy=rsinp, 则 得 
1 ma 2r 
| ydrdvy™ TT r” "lcos"gsin'pdrd¢= ts | cos”"gsin"pdg 


(1) 


3 2 至 
Tri | springdy — = gopsin'pdp + |s ov"psin ae | 


各 在 上 式 右 端的 第 


ls 


个 积分 中 令 pg 三 x 十 4. 即 得 


| cos"gsin'gdg= (—1)"(—1)” | cos™t sin'tdit. 
个 为 奇数 时 , (一 1)”( 一 1)" 二 一 1, 因 而 , (1) 式 为 零 , 当 m 和 均 为 奇数 时 ， 


当 训 及 nn 中 有 日 仅 有 -- 
, a 
(一 1D*( 一 1)" 一 1, 因 而 ,(1) 式 等 于 2 cos"psin"pdg， 但 此 被 积 函数 在 对 称 区 间 | 一 到 ， 至 |] 上 为 


奇 旺 数 , 故 积分 仍然 为 零 . 
总 之 . 当 产 和 站 中 至 少 有 一个 为 奇数 时 . 
4 TY drdy 0. 


【3978]】 求 im 了 flr,y)drdy. 
人 站 TO 3 


其 中 f(x.y) 为 连续 明 数 . 
提示 利用 积分 中 值 定理 及 函数 f(r.y) 的 连续 性 


解 ” 利 用 积分 中 值 定 理 , 即 得 
由 fdrdy= /CED | rdy=ne fe 


i < 


其 中 点 (6 作为 圆 域 让 十 二 pp “内 的 一 ， 点 . 显然 . 当 p>0 时 ,点 (&, 辐 O000,0), 于 是 ,根据 函数 f(x,y) 的 连 


续 性 知 , 
lim 一 一 由 friy drdy=limf(é,7)= /0,0). 
rnp ,WW ， pl 


vp 


[3979〗 设 FCO)= | ex drdy, 求 FF'(D. 
FO)= | 和 drdy= | 1 ex dudv 
机 | 


Ps 
人 1 


解 令 = 一 av 下 则 


于 是 .似乎 应 该 有 
| | 2， 2 
24 er dudw-= | 和 ee dudv= (1) (>0). 
a 1 
了 


下 “(1) =- 


但 这 是 错误 的 . 实际 上 本 题 有 问题 ,因为 (1) 式 中 的 二 重 积分 都 是 广义 二 重 积分 . 当 ! 盖 0 时 ,在 x 之 0,y=0 
上 ( 即 xc>0,z=0 上 ) 被 积 函 数 成 为 无 穷 ,而 且 这 个 广义 二 重 积 分 是 发 散 的 . 这 是 因为 ,根据 被 积 函数 的 非 负 


性 .有 (参看 本 书 》9) 
"| 加 wu i 
由 edudo 一 | do 上 du= | (es 1) dv. (2) 
[a [4 0 


对 此 积分 ,v=0 是 瑕 点 ,由 于 被 积 函数 渡 (ei 一 ]) 在 0<v<1 上 非 负 , 且 ( 令 去 = 


e' 一] 


] 
1)]= lim 一 十 co， 


lim vw [vw (er 


we to 


故 瑕 积分 | 2 人 (e 吉 一 1)do 发 散 , 且 [ 妈 (e 二 一 1)do 一 十 co, 由 此 ,再 根据 (1) 式 与 (2) 式 ,得 


F(1) 圭 十 oo ( 当 上 >0 时 ). 
因此 .提出 求 F“ (CD 的 问题 是 无 意义 的 . 


若 本 题 换 为 : 设 FCO= |‖ es drdy, 


Us Tet 
Os 


Ey 


求 下 ‘0)., 这 时 得 ( 作 代 换 x 二 wi,y 二 wi) 


F(N=r | e * dudv, 


oue.l 
STEEL 


从 而 , 右 端 积 分 是 收敛 的 (实际 上 可 视 为 常 义 积分 ). 于 是 ， 


四 


F (1)=2t 由 (3 dudu— FD) (1>0). 


【3980】 设 FC) 一 [| VZVdrdy. 求 (4). 
C02 Dat 


解 ” 作 寞 量 代 换 x 一 w 十 t,y 王 wv 十 + 《1 固定 ), 则 
F(D) 一 | VED TT dudv. (1) 
2 2 


Ca 


今 在 积分 号 下 求 导数 … ,得 


十 上 十 十 上 并 十 y 
oo [有 ja a 
EATEN 十 (za 十 六 2 Vi 十 入 


人 Cr 二 1 


x ) 积分 号 下 求 导 数 的 合理 性 ,证 明 如 下 : 令 
Fun) 一 VC 十 1 十 (oa 十 1 ， 


则 fi 0D) = tt ((u0) Fi, 0)). 
VuTD + vt 
当 (uyz) 一 (一 (一 站 时 , 易 知 /'(uiv,t) 不 存在 ,但 右 导 数 存 在 且 等 于 V2, 左 导数 也 存在 且 等 于 一 V3. 由 于 
对 任何 数 a.D, 有 十 太守 246, 故 2(Q@ 十 所 ) 之 (a 十 b)? ,从 而 ， -A <V2. 于 是 ， 
[fd (u(t,—1)). (2) 


如 果 |1| > 却 " 这 时 f(usvst),f iluwvst)(t 固定 ) 都 是 区 域 忆 十 刀 信 1 上 的 连续 函数 ,当然 可 在 积分 号 下 求 


导数 ,得 


FF (CD 一 下 f Cu.v,t) dudv. (3) 


2 
ww- el 


但 如 果 |1 中 < 后 * 则 (3) 式 右 问 积 人 分 的 被 积 通 数 Fi (uv,t) 在 积分 域 忆 十 如 所 1 中 的 点 (U,V) 一 (一 1, 一 疏 不 
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连续 .因此 ,不 能 立即 断定 (3) 式 的 正确 性 .下 面 不 论 ! 为 何 值 ( 一 ce<t<< 十 ce), 直 接 证 明 (3) 式 成 立 . 令 


EC) 一 下 filuv tdudy (一 co<t< 十 co). (4) 


由 (2) 式 知 [1 (u,v,1) 是 有 界 的 , 且 在 区 域 刀 十 让 < 扫 1 上 至 多 有 一 个 不 连续 点 (1 固定 ), 故 (4) 式 右 端的 积分 

存在 . 实际 上 ,利用 (2) 式 以 及 ormr0 当 (or 罗 天 (一 和 一 人 时 的 连续 性 ,用 (必要 时 , 即 | | 袜 万 时) 控 竺 以 

点 (一 力 一 站 为 中 心 的 小 圆 域 的 方法 ,不 难 证 明 g( 六 是 一 co<t< 十 ce 上 的 连续 函数 (详细 证 明 贸 给 读者 ). 令 
co= | gl)ds (一 co<t<< 十 co)， 


则 GD 一 g( (一 co<t< 十 co). (5) 


GO= | ds [| f 1 (u,v,s) dudv= 中 ff! (uv,s) dudvds= J dudv | filusvss)ds. (6) 


wl vl wr el 
注意 ,(6) 式 中 的 运算 是 合理 的 ,因为 三 维 区 域 中 十 双 委 1,0 委 : 委 :C 固定 ) 中 ,三 元 子 数 (xus) 有 界 且 
只 在 直线 x 一 z 一 一 5 的 一 段 上 不 连续 ,从 而 ,(6) 式 中 的 三 重 积 分 及 两 个 累 次 积分 都 存在 , 故 它 们 相等 . 


下 证 恒 有 
| fi) ds fd) fu v0). (7) 
0 


事实 上 , 若 (uyv) 关 (一 1 ,一 所 )(tE[0,1]j]), 则 f 1 (uyv,t) 是 0 太 s 信 tt 上 的 连续 济 数 (u,v 固定 ), 从 而 ,(7) 式 
成 立 ; 若 (U,V) 一 (一 ,一刻 )(tl 是 属于 [0,ij 的 菜 数 ), 则 由 f(u,v,s) 对 任何 u,v,s 的 连续 性 ,有 


A Gawds = lim| f! Gav dst lim| fi (u,v,s)ds 
1 FE 


证 直 昌 e' 0, 


= limLfCu wie /luv0 tlimL fu vd) — furvt te )] 
=f(uvn)— fuv0)t fuvt)— flu,v,ti) 
=f(u,v,t)— fl(u,v,0), 

故 (7) 式 恒 成 立 .代入 (6) 式 ,得 GCC 一 | [flusv,))— fusv0) Jdudv= FO()—F(0) (一 ce<t< 十 co)， 


+ sl 


由 此 ,再 注意 到 (5) 式 , 即 知 ‘(1) 存 在 , 且 


F(t1)=0 (1)=g()= I filuv tdudv (—co<t<+o). 


wl 


即 (3) 式 成 立 ， 


【3981】 设 FQ)= I flriy)drdy (t 之 0), 求 F (2). 


+? Eq 


解 题 思路 令 r= 二 rcosg,y 二 rsing, 则 积分 域 T 十 yy 全 1? 变 为 
0 = {0&r<t,0R9E27r} 且 FCO 一 |， dr| (rcospyrsinp)rdp， 


利用 2302 题 的 结果 即 易 获 解 . 
解 ” 令 z=rcosp,y 一 rsinp, 则 


了 Zr 
Fo= | dr| flrcosg,rsing)rdg, 
o 站 
2r 
故 得 F (2)= | (tcospytsinp)tdp. 
站 


注意 ,此 题 中 应 假定 f(x,y) 是 连续 函数 . 
【3982】 证 明 : 若 f(z,y) 连 续 , 则 函数 


wz, 一 去 de ,f(D dy 
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du du __ 
97 9y = f(r,y). 


证 明 思 路 ”利用 含 参 变量 的 常 义 积分 求 导 数 的 公式 ,可 得 


满足 方程 


并 一 方 | [ez 十 y 一 外 十 FEE 一 z 十 y) ldé 
os 1 加 机 ’ 
及 2 一 二 | [六 (ez 十 y 一 外 一 厂 (6 一 xz 十 y)]de 十 COzyy). 
人 0 
同 法 可 求 得 | ft ye /er dé 
>» 0 
du 1 fr ， | ， | 
及 这 = 去 | LfyCé,x Ty 6 fy(é,é€ 马 | y) Jdé, 
于 是 ,命题 易 获 证 . 


证 ”利用 含 参 变量 的 常 义 积分 求 导数 的 公式 ,得 


9 1 ” 1 TH 一 工 
尖 - 到 | frty (Df.é -rtdet | fordy 
= 这 上 [f(r+ yO +f(Eé— z+ y) dé ， 
5 到 [SezTy 一 日 一 Ar 二 六]d6+ 本 [zz+y 一 切 十 Frz 一 z 十 切 ] 
0 
1 fy ， 
= 于 | frt ye /r+ det Cry 
同 理 , 有 
6 > y | 
区 -去 | [Fe,z 十 ?一 司 一 6 一 十 y) jdt， 5 村 | [Lf (eri y—O— fe rt ylde 
> ° 5 了 0 


_ ,02 a 、 
于 是 ,得 2 一 一 /xyy) ,证 毕 . 
oar ay 


注意 显然 本 题 还 应 假定 f(x,y) 存 在 且 连 续 ， 


【3983】 设 函 数 f(x.y) 的 等 值 线 是 简单 封闭 曲线 ,区 域 SCw ,vw ) 由 曲线 f(z,y) 王 vw 及 f(x,y) 王 vw 
围 成 . 证 明 : 


f(r,y) drdy= 站 vF ‘(vw) dv, 
SVL oz ) "1 


其 中 F(v) 为 曲线 f(x,y)= 二 vw 与 f(x,y) 二 vw 所 包围 的 面积 . 
提示 “用 函数 的 无 限 接近 的 等 值 线 把 积分 域 SCu ,vs) 分 为 许多 子 域 ,并 利用 积分 中 值 定理 及 微分 中 
值 定理 , 即 可 获 证 . 
证 ” 作 [wi ,ws] 的 任 一 分 划 TT， w= 二 ww 之 wi 之 司 之 vi 之 之 VW 二 
令 d( 了 二 maxAvi, 这 里 Av 一 vw 一 v1(i 一 1,2,…,n). 于 是 ,由 积分 中 值 [We 


定理 (这 里 假定 了 f(x) 在 S(w ,区 ) 上 连续 ) 知 ， /n= 
n n 5 
I f(x,y)drdy= >» | f(rx,y)drdy= >») fri yi)ASi, 
So vw) So) i=l1 
Ei Pp 
其 中 AS; 表 小 环形 域 SC(vi.1,v) (如 图 8. 33 阴影 部 分 所 示 ) 的 面积 ， 
Plzi,y,)E SCV yu) fx,y)=% 
令 训 二 f(r)y); 则 vi 过 wr 声 V ,又 显然 (利用 微分 中 值 定理 ) 有 0o 
AS; =F(W)—FO =F (CY =F (vA (i=1,2,.,n), 图 8. 33 
其 中 1 声 w 志 .这 里 我 们 假定 了 下 '(w) 在 [wi ,wz] 上 存在 且 可 积 , 于 是 
它 有 界 , 即 
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IF'(v)| 声 M= 常 数 (wv 所 ww). (1) 


我 们 有 ‖ fswardy= DP’ CVA lt, (2) 
Stzl ,oz ) ‘=! 
其 中 n= DvF CAv, = Dv vO)F (vA. 
i=] i=1 
由 于 FF “(vw) 在 [wu ,v2 ] 上 可 积 , 故 vF ‘(vv) 也 在 [vw ,v2」] 上 可 积 . 因此 ， 
lim Dh = lim > vF ‘Cv,)Av,— 站 vP ‘(v) dv. (3) 
dT)-—-0 d(T}=0 ;二 1 ™] 
另 一 方面 ,由 (1) 式 知 1 和 Md(CT) >， Av = M(v — vi)d(T), 
i=1 
故 lim I,=0. (4) 
dT) 0 


现在 (2) 式 两 端 令 d(T) 一 0 取 极 限 ( 注 意 (2) 式 左 端 是 常数 ) ,并 注意 到 (3) 式 与 (4) 式 , 即 得 


| f(x,y)drdy= vF ‘(vw) dv. 
Sol wa) 1 


证 毕 . 
应 当 指 出 ,正如 上 面 所 说 的 ,本 题 应 假定 f(x,y) 在 SCu ,w) 上 连续 ,而 FF'(vw) 在 Lv ,w] 上 存在 并 且 可 积 . 


3 2. 面积 的 计算 法 


Ory 平面 上 区 域 S 的 面积 由 以 下 公式 给 出 ， S 一 | dzdy 


求 下 列 曲 线 所 界 的 面积 : 
【3984】 zy 一 co ,xz 十 = 学 (a>0). | 
解 两 曲线 的 交点 为 A( 了 ,24) 和 BC2a, 也 )( 图 8. 34) , 故 所 求 面 4 
积 为 
s=|. dz dy= 直 a 一 2a?In2. Bg 
[3985] 2 (p>0,g>0). 0 tye 人 
解 ” 曲 线 的 交点 为 A(232,VP9) 和 B(936, 一 Vpg)( 图 8.35)， | 


故 所 求 面积 为 ”S= 2 sy [2 ,di p+) VPg. 
2p 
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【3986】 (x—y) :Tr =a (au>0). 
解 ” 如 图 8. 36 所 示 . 所 求 面积 的 区 域 为 : 
—aRr 人 Ka, rr— Va —r yr+ Va —r. 


于 是 ,所 求 的 面积 为 


a ri Vr 
s= | dr] jr 
变换 为 极 坐标 ,计算 下 列 曲 线 所 围 的 面积 : 
【3987】〗 (Cx:+y) :=2a (ry); rt+y >a’. 
解 ” 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 二 2a?cos2gp; rr 之 a. 
它们 的 交点 在 第 一 象限 内 为 (a, 忆 ) ,如 图 8. 37 所 示 . 利用 对 称 性 ， 


dy=4 | Va —x’ dr=na’. 
0 


得 所 求 面 积 为 


到 V 2a2 cos2 天 
S 一 4 上 dz| rdr 一 2 下 (2azcos2g 一 adg 一 3 一 ro 
0 a 0 
【3988】 (x 十) 一 记 十 YX 之 0,y 之 0， 图 8. 37 
解 ”将 方程 化 为 极 坐 标 方程 ,得 (ricos’*9 十 rsin’0)? 一 7 ， 
:ll (0o 芝 过 于 
即 ”cosi0+ sin’0 (se 2 ) 
曲线 所 围 的 面积 为 S= |‖ -arao= 二 | ao- 二 | 过 
一 的 面 和 从 由 " 2 2 J。 coss0 十 sin20” 
四 1 _1 2 ， Sin9 二 cos 
由 了 于 cos30 十 sin20 3 (sero | Tired ) “ 
T nx 
『 - d6 一 了 上 do = 了 lntan 一 =1 (Intan 这 lntan 8 ) 
o Sing 十 cosg V2 Jo sin(6+ 王 ) V2 。 yp 


1 V2 十 1 V2 ! = 

二 |1 1 VZln(C1 十 V2 )， 
声 (m -1 "NA 

*) 


Lb 


d ( 厂 sing 一 序 cos0) 
1 


上 sing 二 cosb d6 一 2 本 5 =—2arctan(sing— cos0) | 2? =x. 
o 1]—singcos0 Ee 2 (= 0 一 工 09) 十 工 0 
2 Sin FCOS 2 
1 令 do 1 [至 sing 十 cosg ,V2 开 
于 是 ,所 求 的 面积 为 $ 3 | Sng cos0 6 | 1 一 siageosbd0 3 In(1TY2 ?十 6° 


* ) 利用 2053 题 的 结果 ,其 中 A 一方 , 和 一 妆 ， A 一 2，B 一 0 


[3989】 (r+y) =a(r’—37ry) (a>0). 
解 显然 曲线 关于 Oz 轴 对 称 , 故 只 要 求 出 y 之 0 的 部 分 . 化 为 极 坐标 ,方程 为 


r 一 wcosb(4cos20 一 3)， 


, 故 


S| 


由 于 必须 x 一 3xy 实 0, 故 cosg(4cos:0 一 3) 之 0. 因此 ,cosb 之 0 且 co 之 宝 或 coso< 妇 0 且 cosb 一 


Or 一， 一 "十 癌 全 9 所 一 分 .于 是 ,在 Ox 办 的 上 方 部 分 (y 之 0) 为 
n 开 TT 
0<0< 和 六 0Sr 一 让 
由 此 可 知 
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am 


a? cos: 0(4cos’0— 3)? d+ | 


开 2 

6 
工 
2 


5= -ad 2( 访 | :dg 十 工 | 0) = 


2 


a: cos’ 0(4cos’0— 3)’d0. 


机 


在 上 式 右 端 第 二 个 积分 中 作 代 换 6 二 x 一 g, 则 


上 ascos2zb(4cos20 一 3):d0 一 上 


6 


a:cos:0(4cos:0— 3):d0, 


2 


故 S 一 cz coszO(4coszb 一 3)2d0 一 人 上 (16coss0 一 24cos10 十 9cosz0)db 


a 


1 x 3*1 x 1 A _xa’ 
4 


[3990】 (r+y) :=8a ry; (rz 一 0 十 (yy 一 a)2<a (a>0). 


解 ”将 方程 化 为 极 坐 标 方程 ,得 ( 双 纽 线 ) 
一 8a2: 关 cosbsing， 即 > 一 24 wsin20 


与 圆周 (ycos9 一 a)* 十 (rsin6 一 a)* 二 qa? , 即 7 一 al(cosbg 十 sin0) 土 w wsin20， 


显然 ,两 条 曲线 关于 射线 0 一 下 是 对 称 的 . 令 
2a wsin20 一 wa(cosb6 十 sing) —a wsin20 ， 


解 得 交点 的 极 角 0 一 广 arcsin 言 . 于 是 ,所 求 的 面积 为 


3 


S= |{rarae= 上 { (2a wsin20)2 一 [ak 人 cosg 十 sing) 一 w Vsin20] ) db 
和 


arcsin 志 
8 


2 


= | [2a? sin20+ 2a? (sing 十 cosg) VSin20 一 az]db. 


Tarcsint 
2 aren 


注意 到 | (sing 十 cosg) vy 62540 一 考 (sing 一 cosb) Vsin20 十 一 arcsin( sing— cos9) 十 C"，. 即 得 


n 


一 az[ 一 cos20 十 (sing 一 cosg) WwWsin20 十 arcsin(sing 一 cosb) 一 外 


立 arcsin 二 
2 


3V7 v14 1 . v14 1 .1 J yy 
-| -+ AE tae 了 十 Farcsin 局 el 六 十 arcsin 二 Farccos 3 ) 
A ，VI4 
a ( 2 十 arcsin 8 ) 


*) 利用 三 角 恒 等 式 
VSin2r sinz 一 万 ( Ts ) Vtanr, Vsin2xrcosr=— 万 (i ) Veotr 
A. 


化 为 二 项 微分 式 的 积分 ,参看 中 Tawodeea《HHTEIPHPOBAHIHE GyYHKLIIY》 第 五 章 $15. 


x x) 客 易 证 明 :arcsin 2 yarccos 3 =arcsin 2 事实 上 ,我 们 有 
, ( VE 1 1 ) -3 YE _ VI 
sin( arcsin 3 Farccos 局 by ky 了 


根据 以 下 公式 引入 广义 极 坐标 ”和 p: 
并 一 Q7rcos“0 ， y 一 brsinp (r 之 0)， 


其 中 ,2 和 a 为 以 适当 的 方法 选 出 的 常数 ， 且 考 虑 到 全 光一 breos “9sin” 9, 求 由 下 列 曲线 
所 围 的 面积 (假定 参数 是 正 的 ): 
【3991] 互 + 尖 一 天 + 之 . 
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解 ”不 失 一 般 性 , 设 A>0,A>0. 令 z=urcosp,y 一 prsinp, 则 方程 化 为 
a bp. 
“A 
由 于 7 之 0, 故 有 全 cosgp 十 天 b sinp>>0， 


因此 ， 首先 必须 一 了 祥 9 委 r. 同时 ,应 有 cosp 之 0 且 站 coso<<0 且 tang 志 一 综 ， 


从 而 , 极 角 9 应 满足 不 等 式 一 arctan 你 委 p<x 一 arctan 泽 . 于 是 ,曲线 所 围 的 面积 为 


也 rarctan 此 五 pb pb: Tr- arctan 中 
$= | ewrardp— 全 | ~” (Ecosgt Lsing) de 一 全 we + 起 】 | 的 sin (9 十 ao )dp， 


ratan 亚 h 2 _arctan 此 
aretan 站 k arctan 名 


其 中 a, 二 arctan 经. 从 而 ,我 们 有 


S = 学 (所 十 六 )| 2 1 sin2Cp+m) | 


3 3 2 2 
【3992]】 | 六 一 生 十 和 ; Xx=0, y=0. 


解 ” 邻 工 二 arcosp，y 二 brsing, 则 方程 化 为 
2 2 
() coszg 十 (之 ) sim g 
一 cos gp 十 sin 9 


x 人 be 


于 是 .曲线 所 围 的 面积 为 


ay! by'. a /by 可 
S= abrarao— bi _ab Fr (车 ) SS 9 十 人 k ) sin' p1 2( 天 ) (2 ) cos gsin’ 9 
2 j (cos’ p+ sin’ pp) 
根据 HE，M. 雷 日 克 、 HH. C. 格拉 德 什 坦 编著 的 《函数 表 与 积分 表 》2. 125 .2. 126 知 : 


| cos' gdp | 1 
(cos’ gt sin’ g)° (1+tan’ 9) 


d(tang) 


tang 2 | 六 1 (tang 十 1) 十 VSarctan 2tang 一 1 ] 十 C 


一 5 DD | ”tanzeg 一 tanp 十 1 V3 


从 而 ， 


dp 


和 
CD 上 (六 ) cos 9 


《cosop 十 sinzp) 


ab/ay’ tang 2 1 (tang+ 1) 2tang—1 
( ) (saps | 9 | 二 mn tan 529 一 tanp 十 1 HV3arctan /3 | 


= 丝 (4 ， 2 (a x ) seb (分 ) ， 


sin! gdg | tan’ [a tans 9 2 | tan4 9 
x | (cos’ gt sin’ g)’ (IT tan' gy engp) 3(ITtanip) 3 I+ ran gd tanp) 


tan’g 2 jtang, 1| 1 (tang 十 1) 2tangp 一 1 
301 二 tan5p) 了 | 2 十 本 | 二 mp 一 EngHT Varctan V3 tC 


从 而 ， 


TE 
已 


2 (cos’ p+ ain gp) 


1 (tangt 1)° 2tang—1 
2 In tan’ gp— tangt+ 1 V3arctan 3 | | 


ap ( b ) tan’g tan’p 2 
2 、k 3(1 十 tam y) 3 9 
k 


= 闻 ( pb ) 。 2V3 


2 大 (t+) 一 
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dp. 


A 


2 


0 


一 0 


此 外 ,还 有 


| cos’ gsin’ gd _ 


t 1 
(cos’ g++ sin’ 9)’ Er zd(tang) 3 Tan py 
从 而 ， 
/by 2 
党 (二 ) sping s(2) (之 ) 1 0 ab (a :yb 
2 Jo (cos’ p+ sin’ pp) Pp “人 下 k | Bera | 3、h ) 人 
于 是 ,曲线 所 围 的 面积 为 
2xab/ a :2xab/ by 2x /Jar bY, a 
kA ok ) 十分 (区 ) (万 ) 学 | (和 让 ) 二 生生 | 
【3993】 (三 + 之 ) = 所 十 去 (zx>0,y>0) 
解 解法 1: 
令 z 一 


一 arcosp，y 二 brsinp, 则 方程 化 为 


a 2 
2 


) cosp 十 (之 ) sin'g 


(cospt sing)’ 


(0<g<F). 


b [3 (2) cosgt (之 ) sinzg 
于 是 ,曲线 所 围 的 面积 为 ”S= abrdrdp 一 请 


注意 到 


S 


| co d 
(cosgt+ sing)’ 9 


| sin’ d 
(cosg 十 ny 9 


tan’g 


1 二 一 
| (1 二 tang)’ dtang) 


(cosg sing)’ dp. 


1 
3(1 二 tang)’ 十 C， 


(1+tang)! 


d(tang) = | (tang— 1)(tangt 1)+1 0 


(1+ tang)’ (tang) 


一 1 1 
| orp ?rin + |e yd tang) 


1 


1 jn 


1 1 
ITtang (l+tang)’ 3 ( 
于 是 ,所 求 的 面积 为 


-学 (全 ) 


ab bp 
6 党 (到 十 好 


解法 2: 


1 
srt | 。 


) 


1 十 tanp)* tC, 


1 1 


+ 区 (全 ) 


令 zx 一 hrcosp，y 一 Arsinp, 则 方程 化 为 


72 一 


1 


1 
1 十 tanp (l+tang)’ 3(1 十 tanp) 


(之 cosp+t sing) ， 


其 中 tana 一 她. 于 是 ,曲线 所 围 的 面积 为 


S 


人 人 
(hb): 十 CRa 


? 1 Lg 
<o< 近 一 )， 
7 | sin (9+a) (ss 2 ) 


hka’ b’ .1 de 

| rarae [Cho Hka) rl 2 | sin' (g++a) 
hka'!b' [ 1 cos(Ce 十 a) 1 cas | 
[Chb)? + ka) FL 6 sin(o 十 a) 


3 sin(gta) 


[Ch6)* + ka) 下 
hka’ b' 


hka'b’ | 


( sinag Cosa 
cos’ia sin’a 


1 [hb) 十 (Ra)2 和， 


)+ 3 Ctanat cow) | 


_ab 


[Oho) +ka) J] 6 


Chbka)’ 


(人 ) 
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区 
2 


J 


x ) 利用 2012 题 的 结果 . 
hp ka 


_hb _ ka 
关头) 内 tana 知 :cota ， sing ， COsa 一 一 . 
ka hb VC 和 十 (Ra VCApE 下 (ka 


rx? 2 
【3994] 【 芝 + 六 ) = 闪闪 (zx>0.y>0). 


解 ” 令 xz==arcosgp，y 二 brsing, 则 方程 化 为 
a 2 by:., 
(六 ) cosig 一 ( 闻 ) sing 
(cosgt sing)': . 


2 一 


r 


由 了 (大) co (二 ) simp>0， ( 些 ) >tan’y, 
注意 到 0<g 忆 于 ,可 知 极 角 的 变化 区 间 为 0<g<aretan 如 ， 


于 是 ,注意 利用 上 题 中 两 个 不 定 积分 的 结果 , 即 得 曲线 所 围 的 面积 为 


S -J prdrd 地 1 2q 9 一 此 (区 全 cosz 9 4 < ( b ) | sin’ 1 
Qn 0 h 0 (cosg+ sing)’ 9 2 0 (cospt+ sing)’ 9 


arctan 继 


bh 


0 


加 “2 ( a ) 1 seen 攻 2( b ) 3tan’ gt 3tang+ 1 
2 \h 3(1 十 tanp)” Jj |o 2 人形 3(] 十 tangp)” 


bh 

| a ) (ak)’ tacermt sett eh b ) — (ak)’ 

6 \h (ak toh)’ 6 \k/) Caktoh)’ 
bk ，， 12 a'bk(ak+ 2bh) 
Bagt on (ok takbht2b h )™ hrcakT bh) 


4 4 
【399s】 、/ 二 十 /之 一 1; xz 一 0，y 一 0， 
a b 


提示 作 变 找 X= 二 arcos* gg，y 二 brsin*g, 则 方程 化 为 7 二 1 (0< 9 入 椰 ). 
解 ” 令 x 一 arcossg，y 一 brsinp, 则 方程 化 为 
r=1 (0<g< 序 ). 
于 是 ,曲线 所 围 的 面积 


S 一 I 8abrcos’ psin’ pdp 一 4ab | 
5 


EE 
2 
0 


1 
cos psin pdp 一 4ap | uw (1l—w) du 
[9 


1 1 3 1 1 ab 
7 9 11 13 十 一 一 一 
=4a6| (wu 3u 3u u )du 4ab( 8 10 1 ) 70° 


进行 适当 的 变量 代 换 , 求 下 列 曲 线 所 围 的 面积 : 
【3996】 zy=a, r+y=b, y=ar, y=pr (0<a<b0<a<<p). 


提示 。 作 变换 十 y==w, 之 一 四 则 aSu<b,avp， 且 有 | [| 一 了 y7 


世 才 


解 ” 作 变换 xz 十 y=u， =v v, 则 au wub,a<v<B,' 且 有 |1| = 好 yz 


岂 ps 2 dv _1 (8-a(y—a’) 
于 是 ,所 求 的 面积 为 s= | udu Fw 2 (ta) (iB) 


[3997】 xy=a’:, ry—=2a:, y=x, y=27x (x>0;y>0). 


提示 。 作 变换 zy 一 4， 之 一 中 则 du<24? ,1<v<2， 且 有 11| 一 款 . 
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解 “ 作 变换 zy=w, 涯 = 则 和 <u<2ar ,1<v<2, 且 有 |1| 一 去 


2 
于 是 ,所 求 的 面积 为 Ce 
[3998】 y=2pr,y’ =—=2gr,r! 一 2ry 2 一 25y(0<<p<o;0<<r<s). 


2 2 
提示 作 变 欣 世 一 以， 瑟 一 则 2p 才 u<2g,27 之 v<2s; 且 有 |1| 二 二 


2 
解 ” 作 变换 沁 一 则 2p<u<24,2r<v<2s, 且 有 |1| 一 六 


st gl d= 

= 言 ]。 “| 2 一 本 (9 p(s—r). 

Go99 二 + 这 -LA 二 + 这 -2 二 -和 
a b 


， 之 (a>0,6>0). 
a b 
提示 “ 作 变 换 \/ 工 十 /之 一 wy 之 ==vw, 即 
a b y 


工 _ 
> 


于 是 ,所 求 的 面积 


3 
则 1&u<2, 高 全 US 六, 且 有 [= 


则 1 和 xs 和 2， 高 所 "< 全 , 且 有 


于 是 ,所 求 的 面积 为 


2 生 d 15 人 舍 2atdt *) 
s=| zwdu | = Vv 7 1 加 由 本 5 
人 4 
一 十 一 2 Ga 
(V+ 记 ) 让 
1 
15a 付 1 1 1 


776 376\、_ 65ab 
去 i I | 154 (去 58) 108 
ET 

NB 


x* ) 作 代 换 v 一 at 


【4000】 于 十 5 一 1, 其 中 入 取 下 列 各 值 : 


2 


4 5 
3， 可 CC， ac (x>0,y>0). 


解 方程 并 -+ 也 亡 一 1 可 变 为 一 (十 十 cA 十 cx? 二 0. 


将 4 作为 来 知 量 解 和 和, 不 类 记 方程 的 两 个 解 为 A 及 42, 则 
1 二 十 六 十 ce 十 Vr ity ty) 一 4c2 x’ 


x 二 y+ Vr ty i+) -ide 
2 ” * 


2 
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今 设 按 上 式 作 变量 代 换 ,将 (x,y) 变 为 (4,p). 易 知 


DA | 4c2 ry 4VARCC pce) 
D(x,y) V(rity te ) dcr ap . 
D(x,y) 1 人 一 
从 而 ， 一 一 £ » 
DOA DOA 4 /nC pA) 
D(z,y) 
于 是 ,所 求 的 面积 为 
2 [二 [之 _ 
s = Jlazay = | ak dd = 上 上 m4 dudv 
2 2 VW A OT) 4 J 和 J Wuv(l 一 v)(u—1) 
A 
<< 
_e [「 Vudu 『 dv C2 『 du 『 Vvudv 
4 .和 VaTTl VoldlTo) 4 /$4 Valu—1) J Vi~v 
由 于 | Ye M0 _ 28 一， | du ylg (SY2, 
Vu—1l 3 3 2 一 V2 地 Vulu—1) 2 一 V2 
2 2 
dv . [3 /1 站 VD 三 全 
一 一 一 一 2arcsin 一 2arcsin A / 一 zd 二 arcsin —arcsin 
| Wum(1 一切 ) 3 | V1— ” 


ee 
. (aresin 地 wesnA 语 )| 


_e . 1 
6 (V10—2)arcsin EE 


【4001】 求 椭圆 (aj x 十 by 十 cj 六 十 (azszx 十 bz y 十 cy) 二 1 (其 中 6 二 ajB 一 azb1 关 0) 的 面积 . 


提示 。” 作 变换 aix 十 biy 十 ci 二 uu， azX 十 byy 十 cz vw, 则 精 辆 所 园区 域 变 为 妈 十 刀 志 1, 且 有 |1| 二 下- 


19| 
, 1 

解 ” 作 变换 ai zx 十 bly 十 ci 二 uw， azs zt 十 bz yy 十 c2 v, 则 椭圆 所 围 区 域 变 为 ww 十 加 人 <1, 且 有 | 1 二 TaT: 
_ 1 
于 是 ,所 求 的 面积 Ce [| dvd 一 全 

url 
2 2 
【40023 求 椭 贺 二 二 二 EO 
2 2 

和 双 曲 线 wg) (0u<wi0<w wir>0,y>0) 


所 围 的 面积 . 
提示 作 灾 撞 xz 二 cchucosv,y 二 cshusinv, 则 有 |1| 二 |cch?u 一 c?cos?w|. 
解 ” 作 变换 x 二 cchucosv， yy 二 cshusinv, 则 有 |I1| 二 |c?ch?u 一 ccos:w|. 
因为 ch*u 宇 1 之 cos*v, 故 所 求 的 面积 为 


S=e | (ch?u— cos:v) dudvu= c?[ (vw oa | 1 十 ch2x du (uC— ui) 站 cosz wdz] 
a vy 


2 


1 1 


2 
= 后 [ww —w) (sh2u — sh2au) — (wu 一 xi)(sin2z — sin2w ) |]. 


【4003】 求 平面 x 十 y 十 z 二 6 与 曲面 x 十 y: 十 光一 xy 一 xz 一 yz 二 a: 相 截 所 得 截断 面 之 面积 . 
解 ” 为 简化 平面 和 曲面 的 方程 , 作 变 量 代 换 
zx” 1 > |， y 1 二 ,十 工 。， xz 一 工 工 , 十 工 -， 
V2 V2 V6 V6 V6 V3 V3 V3 
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这 是 一 个 正 交 变换 , 故 Ox'y'z' 成 为 一 新 的 直角 坐标 系 . 在 新 的 坐标 系 下 ,平面 方程 为 


= 一 启 C+y+a 一 入 
" 下 
故 有 下 十 六 十 避 一 zy 一 zz 一 yz 一 六 [Xx 一 ?十 (y 一 2)? 十 (z 一 2)?] 一 子 (7 人 十 7)， 
从 而 ,曲面 方程 变 为 xz 十 2 一 .于 是 ,所 求 的 面积 为 
Ss= .4 Em 


【4004】 求 平面 一 1 一 2(z 十 y) 与 曲面 二 二 六 + 二 过 一 0 相 截 所 得 截断 面 之 面积 . 
解 平面 被 晶 面 所 部 分 记 为 S, 它 在 Ozy 平面 上 的 投影 记 为 D_ 由 于 平面 :一 12( + 少 的 法 线 之 


方向 余弦 为 cosa 二 cos 二 


3 , COSY 一 3 , 故 D= Scosy 二 3 S$, 从 而 ,S==3D, 显 然 DD 为 Ory 平面 上 由 曲线 


1 1 1 _ 恋 
一 +1 vy tia 0 (也 即 2z: 十 2 交 十 3zy 一 z 一 y 一 0) 所 围 的 区 域 . 作 变量 代 换 


一 1 
& 十 2 十 了 了 ， 2 一 x 一 2 十 也 . 


于 是 ,记忆 2 一 一 2, 且 曲线 2z2 十 2 史 十 3zy 一 7 一 y 一 0 变 为 7w 十 太一 六 一 0, 这 是 一 个 椭圆 (在 uv 平面 


上 ). 从 而 , 即 得 


pas- I dudu=27( 广 ) ( 序 )- 洲 


49a2 “+702 1l 


6r 
， SS 一 3D= 一 一 . 
由 此 ,最 后 得 7 


3. 体积 的 计算 法 


如 图 8. 38 所 示 , 设 柱 体 项 面 位 于 连续 曲面 = f(x,y) ,底面 位 于 平面 z 二 0, 侧 面 垂直 于 底面 , 且 底 面 在 
平面 Oty 上 所 占 区 域 Q 是 可 求 积 的 , 则 . 柱 体 的 体积 等 于 


V= Jew arady. 
n 


图 8. 39 
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【4005】 试 绘 出 一 物体 ,其 体积 等 于 积分 
| V= | dz| (zy )dy. 
解 ” 积 分 域 为 三 角形 0 委 z 委 1,，0 委 y 委 1 一 工 


柱 体 上 顶 为 旋转 抛物 面 z=x 十 .物体 的 形状 如 图 8. 39 所 示 . 
【4006】 绘 出 下 列 二 重 积分 所 表示 的 体积 : 


2 2 
(1) | (r+ ydrdys (2) || M1 一 于 一 和 drdyt 。 (3) 由 C7: 4 y drdy; 
2 2 


Or yl rityvl1 
Tr. yO tl 


国 


(4) | Vii+y drdy; (5) | Vry drdy; (6) 中 sinr V7 二 yy drdy. 
2 .2 2 , 2 


1 Tr 


2 _ 
Ty er 2 rry el 


解 (1) 积分 域 为 三 角形 07x 十 y 肆 1,7x 之 0,y 之 0. 柱 体 的 上 顶 为 平面 z= 二 x 十 y (图 8. 40). 


图 8. 40 图 8.41 


(2) 积分 域 为 精 圆 邢 十 妆 之 1, 即 立体 的 底面 ,项 面 为 酉 球面 :二 和 /1 一 奢 一 切 (图 8.41)， 


(3) 积分 域 为 由 直线 z 十 ?一 1,zr 十 y 一 一 1,z 一 ?一 1,y 一 二 一 1 围 成 的 正方 形 . 柱 体 的 顶 面 为 旋转 抛物 面 
z 二 Xx 十 ,图 8.42 仅 画 了 第 一 卦 限 部 分 的 体积 . 


图 8. 42 


(4) 积分 域 为 圆 (z 一 二 ) 十 y < 十. 柱 体 的 顶 面 为 圆锥 面 < 一 VT 下 (图 8.43). 


(5) 积分 域 为 梯形 1 委 z 委 2,z 委 y 委 2x, 柱 体 的 顶 面 为 双 曲 抛物 面 x 二 Vry (图 8. 44)， 
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积 为 


图 8. 44 图 8. 45 


(6) 积分 域 为 圆 +? 十 yy 二 1. 即 立 体 的 底面 , 顶 面 是 由 正弦 曲线 > 一 sinrz 绕 Oz 轴 旋 转 一 周 而 得 的 旋转 
曲面 (图 8. 45). 


求 下 列 曲 面 所 围 区 域 的 体积 : 
【4007】 > 王 1 十 zx 十 y，z 一 0，7z 十 y 一 1,z 一 0,y 一 0. 


1 ] -r 1 2 
解 v=| dz| (1 十 zx 十 y)dy | (3 一 六 )ar 9 
o 0 0 


【4008】 zz 十 y 十 zx 一 ua， 好 十 风 一 天 ，z 一 0，y 一 0，z 一 0 (4 之 RVY2). 


2 


R Re R R?— zx? 
解 V= | dz | (a—x—y)dy | | ce Xx) V 民 一 Jar 
ov 0 


2 
0 

R 2 2 2 3 
=| a VR 7 dz— | (= VR + )dr— eR 2 


【4009】 z=zx: 二 yy, y=7x, y=1, z=0. 


解 一 上， dz| 一 105 


【4010】 > 一 coszcosy,z 一 0， 1z 十 y| 科 到 ,| 工 一 yl 所 六 


提示 注意 函数 z 一 coszcosy 的 图 像 关 于 Oyz 平面 对 称 , 而 积分 域 关 于 Oy 轴 对 称 . 
解 ” 因 函数 > 一 coszcosy 的 图 像 关 于 Oyz 平面 对 称 ,而 积分 域 (图 8. 46) 关 于 Oy 轴 对 称 , 故 所 求 的 体 


V=2 上 dz cosrcosydy 一 4 上 cos: xdz=4 ( 
-至 a 


[4011] z 一 sin 2，z 0, y=x, y=0, r=x. 


解 V= [ dz sin Bee) Xdr=x. 
0 HM 


[L4012】 > 一 zy，7z 十 y 十 z 一 1，xz 一 0 
提示 注意 所 求 的 体积 V 由 两 部 分 组 成 : 


Vi; 0rR1， os 去 证 ， ZXy. 


图 8. 46 


Vs: 0<7r<1,1F | ZX, z= 1 x y. 


解 ” 体 积 V 由 两 部 分 组 成 : 


1] 一 
V :0 委 z 室 1， 0&yEIF, z= rxy. 


1— 
V: :0 妇 x< 扫 1， TF <><1 xX, z=]1—x—y. 
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它们 在 Ozy 平面 上 的 投影 域 0: 及 Q: 如 图 8.47 所 示 . 于 是 ,所 求 的 体积 为 
V=VitV: 


lL- 


_n 让 1 ， fr 11 25 17 
= | zxdz|' ydy+ | dz| 一 zx 一 dy 一 (一 二 十 4ln2) 十 ( 管 一 6In2) 二 她 一 2In2. 


图 8.47 
变换 成 极 坐 标 , 求 下 列 曲面 所 围 区 域 的 体积 : 


[4013】 z=xy, x 二 y=a’. 
提示 注意 对 称 性 , 令 z= 二 rcosg,y 二 rsing, 并 利用 3856 题 的 结果 . 
解 ” 因 为 z= Vxy, 故 所 求 的 体积 为 


V=4 | Vrydrdy=4 [ dr 上 Vecospsingr’ dp 一 a 上 cos gsin¥ pdop 
0 0 0 


x ty a 
xD,y20 
41B(3 ,3) 20 "(7)_, rm( 闻 ) _ (TY) 
3 4 4 3 r(3) 3 二 r( 寺 ) 3 Vx 


< ) 利用 3856 题 的 结果 . 
【4014】 z=x+Ty, (x:+y)=2ry,z=0(x>0,y>0). 
提示 令 xz 一 rcosp，y 一 rsinp, 并 利用 3856 题 的 结果 . 
解 ” 令 工 ==rcosgp, y 二 rsing; 则 方程 (x? 十 六 )* 二 2xy 及 z 一 x 十 y 变 为 
r=2singcosg 二 sin2pg 及 z 一 r(cosp 十 sinp). 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


至 MO ， 2V2 [3 , .5s 3 5 .3 
v= ct+wardy= | dp| r (cospt singydr = | (sinz pcosz 9p 十 cosz psinz 9g) dy 
站 
n 
5 7 1 3 1 3 
22p(5,7) -2 T(r ) 2 TA"()r() 
3 4”4 3 TC(3) 3 21 
VD rn 
16 . x 8 
SIn 4 


x) 利用 3856 题 的 结果 . 
【401$】 z=x:++y, x+y =r, x+y =2x, z=0. 
解 ” 令 xz==rcosgp, y 王 rsing, 则 方程 x? 十 yy 二 x，X 十 y 二 2XY 及 xz 二 x 十 y? 变 为 
r 一 cosp， r 一 2cosp 及 z 二 ri. 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


至 2cosp 2 
V I (x 二 y)drdy= | dp | r3 dr 一 于 | 


0 


ol 


> wha 


(16cos4g 一 costp)dp 一 也 | cos' gdp 
0 
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_15 3 1 rr 45 


2 4 2 2 32™ 
【4016】〗 z+y tz =a ,x 二 ya|lzx| (a>0). 
解 只 需 计 算 由 下 列 曲 面 所 围 区 域 的 体积 : 
妃 十 只 十 于 一 对 十 到 委 < 并 . 
若 引 用 极 坐 标 , 则 一 士 喷 二 愤 ， 到 委 w|rcosp| ,其 体积 


acosg 


| Va’—(r 二 +y)dzrdy= :上 dp| rva—r dr 一 号 上 (ez 一 产 ) 王 dp 
ty ?Sor 日 
z>0,y0 
_8a 人 .3 4xa’ 1l6a’ 
一 -3 (1 一 sin 9p)dp 3 9 
dna’ 4rec3 _ 1l6a’ l6a’ 
于 是 ,所 求 的 体积 V= (= 


【4017】 x 二 ty az=0, (r+y)’=a(r—y),z=0 (a>0). 
解 、 若 引用 极 举 标 , 则 有 z=， =aicos2p (a>0). 
于 是 ,利用 对 称 性 知 , 所 求 的 体积 为 
aVR | 


v= (x 二 y)drdy= 全 dp|. rdr=a’ 
0 


= 


cos? 2opdp 一 写 -. 


2 


【4018】 z=e ,z=0, 7 2 十 交 一 民 :. 
解 ”利用 对 称 性 ,得 所 求 的 体积 为 


0 
/i 
[4019】 z=ccos > ， TI 十 y 二 a’, y=xtana, y= rtanp (a>0,c>0,0&a<pE27n) 
解 ” 所 求 的 体积 为 
有 a 2 a 
V 一 中 ee 过 Vt dzdy 一 上 dz 上 crcos 到 dr 一 c(B 0 | sin 于 + 气 cos 于 | , 


一 2azc(8 0 三 2 

【4020】 z=x 十 y: ,z=z 十 y. 

提示 注意 两 曲面 的 交 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 域 的 围 线 为 辆 
1 1 


ZX 十 yy 二 Xx 十 y 或 (x- 寺 ) +( 一 二) = 二 


故 令 工 Hrcosp, y= ; Frsing, 则 网 面 方程 化 为 


z 一 疡 十 本 十 r(cosg 十 sing) 及 z 一 1 十 r(cosp 十 sinp) 〈0 委 p 委 2r， or 


解 ” 立 体 的 投影 域 的 围 线 为 志 十 六 二 x 十 y 或 (z 一 目 ) +(> 一 十 ) 一 本. 若 引用 代 换 xz 一 二 十 reosg， 


y 一 证 rsing, 则 有 
z 一 十 方 十 rcosp+sing)， z 一 1 十 r(cosp 十 sinp) (0 gE2r, 0 委 r 委 < 万) 
于 是 ,所 求 的 体积 为 


V= i [Cxi+y)— (Cry) ldrdy 
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2 寺 
= | dp 人 | (Eireeosptsing)] [714 5 Hzr(cosp 十 sinp) ] ) rdr 
0 0 


二 | dp 2 ( 亏 一 ?= ) rdr= 玛 . 


求 下 列 曲面 所 围 区 域 的 体积 (假定 参数 是 正 的 ) : 


2 2 2 2 2 
【4021] 六 十 的 十 专 一 1， 三 十 六 = 评 (z>0). 


2 
提示 “注意 两 曲面 的 交 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 城 的 辆 线 为 楷 轩 三 十 光一 坟 , 故 令 了 一 arcosp，y 一 


brsinp, 则 曲面 方程 化 为 
Zz 二 Cc V1 一 一 及 z 一 cr (0<p<2r,0<r< A 


解 两 曲面 的 交 线 在 Ozy 平面 上 的 投影 为 酉 圆 五 十 所 一 到. 令 zx 一 arcosp， ?一 brsing, 则 方程 化 为 
一 C Vl 一 rr 及 > 一 cr (CO<9<2r,0<r<< 亡 ) 


于 是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 


了 了 了 5 zr 工 
v=| 〖 Vi (至 十 六 ) CA/ 于 + 次 j= dp [7 abrlc V1 一 天 一 cr)dr 
0 
人 


I- 


2x 2r 
=cc| dp 代 (r V1 一 天 一 到)dr | | dp 
日 0 
一 于 rabc(2 一 V2 ). 


2 2 
[4022] 于 + 和 三 1， 


提示 “ 令 z 一 arcosp，y 一 prsinp, 则 曲面 方程 化 为 

xz 一 士 c Vitr (0<p<2r,0<rE1). 
解 ” 若 令 x 二 arcosgp，y 二 brsing, 则 曲面 方程 化 为 

z=+tc Vit7F (0<y<2r,0<re1). 


于 是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 


ax 1 
V= | cA/1l 十 委 五 十 范 dzdy— | 人 sz 2abcr w]1 十 于 dr 一 2abc | a| r Vlir dr 
0 0 
可 + 号 


np 


2 2 2 2 
【4023】 襄 十 小 一 亡 ， 汪 十 让 一 妆 十 站 ,zx 一 0. 


提示 注意 立体 在 Dy 平面 上 的 投影 上 的 国 上 为 类 


区 > 、 并 1 > y 1 \: 1 
人 让 才 (3 2 )1 (2 2 ) 2 
故 令 二 一 到 十 rcosg， 之 = 总 十 rsing, 则 曲面 方程 化 为 


zc| 立 十 r(cosg 十 sing) 十 rr ] i 


解 立体 在 Oxy 平面 上 的 投影 域 的 围 线 为 酉 贺 夺 十 四 一 主 十 六 , 即 (三 一 支 ) 十 (之 一 去) 
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千 今 之 1 ， y 1， 


了 一斑 十 rcosg, 太一 了 Frsing, 则 曲面 方程 化 为 


z=c| 2] 1 
之 | 5 十 r(cose 十 sinp) 十 ， (0p<2r0Sre EF) 


于 是 .曲面 所 围 区 域 的 体积 为 
2 2 2r "| 
VS= | “(于 十 知 )drdy—abe | dp 7 "| ; Hr(icosgt sing) + dr 
(去 支 ) (六 二 ) 村 
一 apc | + 1 (cosp 十 sinp) 十 二 abc 3 x 3 TQAC 
8 6v5 49 一 16 8 ， 


【4024】 (去 上 世 ) + 垃 一 1、=< 一 0， 


pr 
提示 令 xz 一 arcosp，y 一 brsinp, 则 曲面 方程 化 为 

z=c(1—r) (0 和 po 秋 2x.0 雪 二 1). 
解 若 令 xz 一 arcosp，y 一 prsinp, 则 曲面 方程 化 为 

z=c(1l—r) (0 委 9v 委 2r.0 委 rr 委 1). 


于 是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 


2 2 1 
V 一 于 + 和 dzdy 一 d abcr(l—r )dr= 之 nabe. 
六 0 Pj, 3 


加 _ 
2 


【4025】 (之 kt + 和 =]1, z=0, y—0, z=0. 
< 


提示 计算 位 于 第 一 卦 限 ( 即 + 实 0,y 这 0,z 守 0) 部 分 的 体积 . 
化 为 


邻 二 arcos gy 二 brsin gp, 则 萄 面 方程 


z=c Vr (0<g<F 0Krel). 
解 下面 计算 位 于 第 一 卦 限 部 分 的 体积 . 令 x=arcos* p，y 一 prsim gp, 则 曲面 方程 化 为 


z=c V1l—r (0 有 pv 扫 革 0<r 委 1). 


2 ” 
于 是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 


-| ] ( 十 ) drdy 一 I abcsin2g Virdr 
n 


2 2 ~ 2 2 2 2 2 
【4026】 态 十 沧 十 等 =1， 4 ) = 三 一 艺 . 
a vb C a” a” 
解 令 x=arcosp，y 一 brsinp. 则 方程 化 为 
z 二 十 c V1L 一 产 ， "=cos’ 9p— sin’ = cos29 


( 因 * 一 cos2g 这 0, 故 一 于 <g 所 下 ,下 <<g< 环 ). 寺 是 ,利用 对 称 性 知 .曲面 所 围 区 域 的 体积 


“swVi 到 -和 dzrdy 一 gsaic | [MM 人 V1l—r rdrdp 
nn 


1 a _ 8abc Va ,| 
-en $s pa (pr cose- omg) | 


+ 2 )- 2 (3r+20—16Y2). 
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【4027】 2 =7xy, x+y=a, Xi+y=6b (0<a<b). 
解 ”由 于 >z= 士 Vzy, 又 所 界 立 体 在 Ory 平面 上 的 投影 域 Q 由 直线 z 十 y 一 a，z 十 ?一 5，z 一 0 及 y 一 0 
围 成 . 利用 对 称 性 知 , 曲 面 所 围 区 域 的 体积 


a b—r b br 
V =2|| VIry drdy=2(| dz| Vry dyt | dz | Vry dy) 
h 


4 在 b 
| [ Vz(p 一 z) 一 Vr(a—r)’ ]dz+ 二 | wz 一 并 ) dr 


4 
3 
[a dd 
-=| (bp—x) Vr(b— xr) dr 和 | (aa 一 Zr) Va(a— zr) dr. 
0 0 
令 r+ 二 bsin:1, 可 得 


6 3 
| (bp—r) Vr(b—x) dr=2b’ 上 cos'! tsin’ tdt 


0 


= 2 (FF cos'!tdit— 上 cos'tdt ) 一 2 (3 - 3 3 - 3 - ;) 2 rt 
同 理 , 有 上 (一 mV dz 一 二 man 
于 是 ,所 求 的 体积 V= 和 (下 - 验 )= 苦 (Wa) 
[4028]】 z—xi+y ,zy 一 ary 一 2a2,y 元, 2xz,z 一 0. 


提示 注意 曲面 所 围 区 域 的 立体 在 ()zy 平面 上 的 投影 域 由 曲线 zy 一 4 ，Xy 一 2a? 及 直线 ?一 二，y 一 


2z 围 成 , 故 信 xy 一 kid2 ,y 一 ar, 则 积分 域 变 为 长 方形 域 


1<u<2, F< 且 |7 


a? 2 2 2 
D0’ < XxX 十 y a (本 十 zx) 
再 利用 对 称 性 . 


解 ”曲面 所 界 的 立体 在 0xry 平面 上 的 投影 域 Q 由 曲线 zy 一 oz ，zy 一 24 和 直线 ?一 亏 ，? 一 2x 围 成 . 


利用 对 称 性 知 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 v=2 zardy=2 | x+ ydrdy. 


2 
作 变 基 代 换 zy 一 ua ,y 一 wx, 则 积分 域 变 为 长 方形 域 1<u<2, 广 <v<2, 且 |11= 生 ,z= 必 十 > 


C2 
天 是 ,所 求 的 体积 为 


Y=2‖ (+y drdy=2 | (tv) 守 
各 


TI 过 vs 
eve? 
<< 
【4029】 z=ry, T=—=yr—2y, y=7r, y=27r, z=0. 


提示 仿 4028 题 , 令 了 一 wy ， y 一 wx’, 则 积分 域 介 变 为 正方 形 域 方 <u<1, 方 和 <v<1, 且 |11 = 
1 
3 

解 ” 曲 面 所 围 区 域 的 立体 在 Ory 平面 上 的 投影 域 O 由 曲线 xz 一 x 一 2y, 光一 工 及 光一 2x 围 成 .我 
们 有 

V= ||zdrdy= || xydxdy. 
J 

作 变 攻 代 换 
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2 2 四 1 -2 
XI 二 Uy， yy 一 VX?， 或 x 二 u 3v 3 了， y=u 


则 积分 域 0 变 为 正方 形 域 广 <u<1, 方 <v<1. 且 11| 一 


1 

2 、 3 
1 大 3 -3 _1 1 : 2: _ 1 9 3 
vd Uu Uv a u ‘du ) 一 了 。 A 一 本 


【4030]】 z 一 csin TY, 2 0,zy 一 好 ,y 一 az，y 一 Br (0<a<p;r>0). 


解 曲面 所 界 的 立体 在 Ory 平面 上 的 投影 域 2 由 曲线 ry 一 a? 和 直线 y 一 ax,y 一 Br (x 之 0) 围 成 .于 
是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 
V= ae 下 人 EY drdy. 


作 变 量 代 换 x+==arcosgp，y 二 arsing, 则 jI1| 二 ?rx. 于是， 


arctang [——i— 
Y 一 |[zdrdy= | sin Tdrdy=e C | 上 oe sin(nr’ sinpcosp)rdrdp 
和 六 


arctana J 0 


arctan9 2 
CC 有 
二 一 ln -全 . 


arctane n a 


a ce factang 1 a c 
一 | 一 一 一 一 40 一 -一 Intanp 
RT Jarctana SInPCOSH T 


【4031】 z 一 xz 十 六 ， xz 一 0，Z 十 y 一 1，Zz 一 0，y 王 0. 
解 ”曲面 所 界 的 立体 在 Ozry 平面 上 的 投影 域 2 由 直线 zc 十 y 一 1,z=0,y=0 围 成 .于 是 ,曲面 所 围 区 域 
的 体积 为 


] fl—x ] 
v =||zdzdy= | (地 十 吐 )dzdy 一 | | (zx 十 站)dzdy= | 
ovo0 
hn 


0 


[一 DT 全 (1 一 ar 


! 7 
o 2 


! 4 
o 35 


之 
2 


(1— zx)3 


EE 
XTX2 


wl 


+ (¥) =1, z=0, 


提示 令 x 二 arcos’ gpg，y 一 brsin’g, 则 曲面 方程 化 为 
z=c[1l—ri(cosi gt sin g) ,r=1 (0 委 9v 委 2x,0 委 rr 委 ]1)， 
注意 对 称 性 ,并 利用 3856 题 的 结果 . 
解 令 z=arcosp，y 一 prsinmp, 则 方程 化 为 
z 一 cL1 一 疡 (cossp 十 sinsp)]， r 一 1 (0 委 9 委 2xr,0 委 rr 委 1). 
于 是 ,利用 对 称 性 知 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 为 


rl 
V=4 |[zaray= 12abc | ? | [1—r (cos' gp 十 Sin gp) Jrcos’ gsin’ pdrdp 
0 n 
n 


XI yz 并 
【4032 三 十 次 十 三 一 1， (三 ) 


一 12apc (下 Cos psin’ 9dg 一 本 工 上 (cos' g++ sin' p)cos psin ydyp) 
0 0 


nT 


=6abc([° 
x 3 1 .7.5.3°.1 | 

6abe| 至 (1 i) 10 “8.6.4.2 2 
— 3rabe ( 1 105 )= 75 
2 \4 1920/ 256 


cos’ gsin’ pdg— 上 cos' pcos’ psin’ pdp) 


【4033] z 一 carctan ,z=0， wz 十 六 一 aarctan 六 (y20). 


解 ” 令 z 一 rcosg，? 一 rsing, 则 方程 化 为 > 一 cp，r 一 2a9 (0 委 g 入 于) ,于 是 ,曲面 所 围 区 域 的 体积 


V= |[zaray= 上 上 cgrdrdp= 气 5 | 
0 0 
A 


ha 


2 


TAaOC 
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zx” 


证 学 三 一 1. x=0, y=0, z=0 (n>0) 


【4034} 


提示 “ 令 z 一 arcosrg，y 一 brsinvp (0g 世 训 ), 则 曲面 方程 化 为 


z=c VI—r (0 过 r 委 1). 
在 求 体 积 V 的 过 程 中 ,先后 令 下 二 1 及 Sing 一 =, 并 利用 BB 函数 的 定义 及 计算 公式 . 
解 曲面 方程 可 表示 为 


zx 一 CA 人/ 1 (去 + 六 ) . 


若 令 X=arcossg, y=brsin*g (0 和 9 入 于) , 则 曲 所 围 区 域 的 体积 


rr nn " 1 至 2_n 2 in 
V | A/ 1 (到 二 旋 ) drdy=—2 | V1—r rdr| cosn” psin7 pdy. 
0 9 
n 


1 1 1 2 1 2 加 r 
| Vi=rrar= | (1—Dwiw dt B( = Fl1, 二 )= = 


n 


令 sin2p 一 上 可 得 


至 2 2 nm 1 
上 cos5gsintepdg 一 元 | Dd 一 


于 是 ,所 求 的 体积 为 Vv 一 委 a 
”3T() Tr()  r() 


[L4035] (三 + 之 ) +( 三 ) 1, z=0, y=0, z=0 (n>0,m>0). 


a T( ; )r( > ) 人 ) pe r (元 ) 


pb 


从 


提示 令 zx 一 arcosp，y 一 brsin p (0 和 yp 和 了 ). 


解 邻 z=arcosp，y 一 prsin op (Op 入 >), 则 曲面 所 围 区 域 的 体积 


上 
1 2 1 2 
_abc B( 工 +1 2 )= 纸 r( 坟 TU ) Cpc (元 )( 二 ) 
n mt "nn n (T+2+1) nn 二 2m (二 + 二 ) 
工 nn nn r 


于 1 
V =c|| 1 ( 工 十 > ) dzdy—2abe | VI—r -dr | cospsingdy—abe | Vl—rrdr 
0 0 
与 


94， 曲面 面积 的 计算 法 
1” 曲 面 由 显 函 数 给 出 的 情形 ”光滑 曲面 z= 二 z(x,y) 的 面积 由 以 下 积分 表示 : 
dz \? zz 
s‖V+( 守 ) + ( 坚 ) drdy, 
其 中 只 为 该 曲面 在 Ozy 平面 上 的 投影 . 
2” 曲 面 由 参数 方程 给 出 的 情形 ”次 曲面 是 由 参数 方程 给 出 的 : 


XXU vw), y= yuv), = (u,v), 
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其 中 (xcE2,0 为 封闭 可 求 积 的 有 限 区 域 , 且 图 数 zx,y 和 > 在 区 域 Q 内 连续 可 微 , 则 对 于 曲面 的 面积 有 


公式 


S= 中 VEG—F dudv, 


其 中 


E= (2) + (2) + (OE), G6= (2) +(2Y) +(3z) ， F=97 37 十 22 9y 十 9z BE4 


du Adu az dv Av dv du 9v du 9v du gv 


【4036】 求 曲 面 cz 一 xy 包含 在 圆柱 zx’ 十 y= 二 a 内 那 部 分 的 面积 . 
解 ” 所 求 的 面积 为 


s— | V1 这) + 过) ao | VE 


2 _ 2 2 2 
+ty a ty a 


1 至 a 2 
= | verery dy | dp] r VT dr e221). 


3 


【4037】 求 以 曲面 x 十 <z* 二 a? 和 六 十 2 二 a? 为 界 的 物体 的 表面 积 . 
解 ” 如 图 8.48 所 示 , 两 曲面 的 交 线 在 Oyz 平面 上 的 投影 为 圆 y? 十 z? 二 a? ,x+ 二 0. 


于 是 ,利用 对 称 性 知 ,所 求 的 面积 为 


s=4 | Mit (FE) + (FE) ud 1+0 二 (一 三 ) dy 
sry cat 


a Va 一 加 a Val el 
=16 | dz | /Tz dy—16a | dz| 一 
0 0 2 0 0 2 


a 一 之 
=16a | 二 Va — xz dz= 16a’. 
2 2 
【4038】 求 球面 x? 十 y 十 z?: 二 a? 包含 在 柱 面 生 十 加 一 1 (6 委 a) 内 那 部 分 的 面积 . 
7 az 2 yy /二 十 证 有 a 
解 ”因为 Vit+( 守 ) +( 节 ) /+ 所 十 V 3 二 


2 2 
又 积分 域 各 十 站 二 1 位 于 第 一 象限 部 分 为 
0xa， 0<y<2 a 


于 是 ,利用 对 称 性 知 ,所 求 的 面积 为 


5 bi 
so pV 2, ee y LV , 
SS 一 2.4| dzr 一 二 一 一 dy 二 84 | arcsin -一 dz 一 8a arcsin 一 . 
0 /a2 一 并 2 一 入 0 a CO—x a 


【4039】 求 曲面 zx? 二 2xy 被 平面 + 十 y 二 1, x 二 0, y 二 0 所 截 部 分 的 面积 . 
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因为 


所 3 二 (2z) Vi | 六 区 一 /十 2 二 _1 / 寻 十 光 十 2zy 1 ry 
(于 ) (于 2 2 XYy V2 Viy 
于 是 ,所 求 的 面积 


S 一 霹 |dz z| = dy ;让 £0 Xr) V1i—z]dzr 


| Et = VITX(1+2r) dz) 


= AV2 /rx TAN 

| vi (1+ 2 ) di 3 ( 闻 + 音 ) 一 序 
【4040】 求 曲 面 让 十 y 十 x 二 a? 在 圆柱 x 十 y 王 土 ax 内 那 部 分 的 面积 ( 维 维 亚 尼 问 题 ). 
解 ” 只 须 求 出 球面 被 圆柱 面 割 出 部 分 的 面积 . 因为 


VT (EB) (EE) Vit 


9y 
于 是 .利用 对 称 性 知 , 割 出 部 分 的 面积 


cosy 
al rs dxdy= sf ap|. 
于 是 ,所 求 的 面积 A=4rxa’ 


S=4ra’ 一 8a’ (至 一 1) 一 8a’. 


【4041】 求 曲面 z= Vx 十 yy 包含 在 圆柱 x 十 > 
解 注意 到 A/1+( 旦 ) 1 


二 2z 内 那 部 分 的 面积 


2 2 


(号 Nr (A) + (A) ~ 
0 委 r 委 2cosp. 于 是 ,所 求 的 面积 


积分 域 为 :一 持 三 g<< 子 ， 


=| V2 dzdy 一 |, dp| “VErdr=2E | 2 coszpde 一 V2T. 
2 


2 


z 王 VX 一 y 包含 在 柱 面 (x 十 y= 二 a? (xr 一) 内 那 部 分 的 面积 


解 注意 到 Mit (EE) + (EE) Vt( 工 =) +( 一 > ) = V2x 


dy 2 


【4042】 求 曲 


又 积分 域 由 双 纽 线 0 于 是 ,利用 对 称 性 知 ,所 求 的 面积 
-| Ear) dp| 机 gy "A 2V2 『 az cosp wWcos2pdp 


Tt 
4 


= 2a” V1—2sin gd(V2 sing) = 2a’ ee /1—2sin’g = 轨 -. 
， 0 


Farcsin(VEsing) | 
【4043】 SR y 一 土 1,zx 十 y 一 士 1 所 截 部 分 的 面积 


因为 \ 门 十 (2 oz ) 十 ( (至 ) VI 干 痉 十 交 , 故 所 求 的 面积 为 


S 一 中 V1l+r ty drdy, 
0 


其 中 Q 为 由 直线 x+ 一 y 王 土 1, Xx 十 y 二 


士 1 围 成 的 正方 形 域 . 为 便于 计算 , 作 变 换 


A 一 这, 二 4 巡 ， 
2 2 > 2 2 


从 而 积分 域 变 为 由 方程 v 一 土 闪 ，v 一 士 痉 围 威 的 正方 形 , 
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A 4 
s=| ViTr Ty drdy=4|. du | V1l+tw+w dv 
0 
站 


本 
= (u VITa + Sn VITE + 一 In(VIT5 一 OO]} dv 


2 2 3 
一 二 CI 二 2) 2 上 | [inCVI 二 2 十 四 一 InCVITT2 jd (ut ) 
4V2 2 ， 7V2 f ui du 
十 ln3 | ‘0 ) - - 
3 3 6 ° 3 Vit2u (1+) 

{2 1 十 革 Vi 2 
4V2 2 7V21 3 『 3 d(1 十 2 好 ) 4V2 2 | 7V21 3 2 『 +5 ,.， 
3 3 6 o ltw Vis2w 3 3 3 J1 十 ] 
4V2 + 2 8 dt _2Y2/,,7 2xr_ 8 
3 二 十 ln3 了 于 (V2 1) 3 |, FTI 3 (1 了 ln3) 十 所 了 arctanV2 
2 上 2%2 (1+73) | 8 arctan 1 

3 3 .万 


x ) 作 代 换 1 十 2 二 

【4044】 求 曲面 x 十 一 2az 包含 在 柱 面 (让 十 y 六 二 2a* xy 内 那 部 分 的 面 称 . 

解 ” 注 意 到 Ai+ (等 空 ) ) +( 至 ) -V1+ (Ez ) + (十 ) = var Ty, 
又 积分 域 由 双 纽 线 二 a sin29 围 成 . 于 是 ， 利用 对 称 性 ， 即 得 所 求 的 面积 


s=]* Va’:+(x 十 y)drdy= 二 4 dp| 二 we +r rdr 


=- 去 | [us (1+sin2g)? a’ jdy= 40 上 (1+ sin2g)3 dy 一 四-. 
o 


3 
由 于 
上 (1+sin2g) i dy 上 C1+cos2( Tg) dy= 2.5 | cos (TT—gp) dy 
sin’t zy|3 _5 
=22 | cos’tdt= 2V2 (sint— 3 ) ,一 3， 
二 _ 4a’ .3 na a’ 
故 最 后 得 S— 3 3 3 g (20— 3m). 


【4045】 求 曲 面 x 十 y 一 a? 被 平面 x 十 z 一 0,x 一 z 一 0 (x 之 0,y 之 0) 所 截 部 分 的 面积 


解 ” 因 为 A++( 呈 ) +( 呈 ) =A+( 三 ) = 二 


x 


"| a “ 开 a 4 2arxr , 
= | 一 一 一 dzdz 一 | dz| 一 一 一 一 dz 一 | drx= 24a’., 
lL J 0 » ar 


于 是 ,所 求 的 面积 为 


【4046】 求 以 曲面 忆 十 光一 村 和 zx 十 y 十 z= 24 (a 之 0) 为 界 的 物体 的 表面 积 和 体积 


解 ” 曲 面 的 交 线 在 Oxy 平面 上 的 投影 为 
37z2 十 3 光一 (2 一 工 一 y)， 


即 二 yy 一 xy 二 2a(zx 十 y) 二 24a. 
了 4a >” 
(“1) 
7 7 站 7 /2 
令 x 一 本 二 ，y 一 王 十 六, 则 方程 变 为 V2 1 


V2 (2V3a)’ (2a): 
由 此 可 见 , 曲 面 所 界 的 物体 在 Ozry 平面 上 的 投影 域 为 以 2a 为 短 半 轴 、2V34 为 长 半 轴 的 棋 圆 . 


物体 的 表面 积 由 截面 和 截 出 的 锥 面 两 部 分 组 成 . 对 于 z 二 24 一 7 一 y, zx 三 V3x 十 3y 分 别 有 
A/+ (于 ) + (里 ) -5 V+ (于) + (六 ) 一 2 


于 是 ,物体 的 表面 积 S = || vaardyt || 2azdy=w5+2) “xr* 2a* 2Y3a=4n(3+2Y3)a’. 
站 有 


—2a 2a 
又 所 截 圆锥 之 高 为 H- | | 类 
( 即 坐 标 原 点 到 平面 x 十 y 十 z 二 2a 的 距离 ) 于 是 ,物体 的 体积 
1 2a 
V= 一 .A. 绎 ， 
3 V3 
其 中 A 为 截 贺 锥 的 底面 积 ; A=|| V3ardy=V3 ‘x+ 2a .2V3a 一 12xa2， 
> 1,, .24_ 8 
因此 ,所 求 物体 的 体积 为 V=3 12ra 万 有 


【4047】 求 球面 在 两 条 纬 线 和 两 条 经 线 之 间 那 部 分 的 面积 . 
解 题 思路 ”球面 的 参数 方程 为 
X= Rcosgpcosy, y=Rsingcosy, z= Rsinyg, 
其 中 民 为 球 的 半径 . VEG 一 局 二 Ricosy; 又 gi 和 9 所 qz; 册 生 W 如 ,其 中 gp 及 gz 为 经 线 的 经 度 , 册 及 央 为 
纬 线 的 纬度 . 
解 ” 球 面 的 参数 方程 为 x=Reosgpcosy， y 一 RsinpcosWm， xz 一 Rsiny， 
其 中 尺 为 球 的 半径 . 因为 | 


E ( 区 ) | | ( 宛 ) ( 天 ) R’ sin’ gcos’ y+ R’ cos’ pcos’ y= R! cos’ y, 
CG 一 ( 区 ) . 十 ( 区 ) ( 到 ) R’ cos’ psinm y+ R’ sin psin y+ R’ cos y= R’, 


9X dX | dy 9 | az dz 

ap 9p dp og dp ay 

故 VEG 一 形 二 Rcosy. 于 是 ,所 求 的 面积 

S 一 ” dp 站 及 cosydy 一 (me 一 和 )(CsinW — sing )R’, 
nl 


约 
其 中 i 及 qz 为 经 线 的 经 度 ,内 及 安 为 纬 线 的 纬度 . 
【4048】 求 螺旋 面 zx= rcosp，y 一 rsinp，z 一 hp 在 0<r<a，0<p<2r 那 部 分 的 面积 . 
解 ”因为 


2 ( 芝 ) + (只) + (各 ) -1 6 ( 芳 ) + (好) (各 ) “+ 


F = R’singcosygcosgsing— R’ singcosgsingcosyg+i+ 0=0, 


_9x9xrx) gy dy | gz qz 
ar ap arap 3arap 


故 YEG 一 FV7F 十 民 . 于 是 ,所 求 的 面积 为 
s= | do V7TR dr [VT tint VT | 


F 


9 


=xa we: 十 天 十 ri ln Ye， 
【4049】 求 环 面 xz 一 (0 十 acosg)cosp， 7y 一 (十 acosb) sinp， >z 一 asiny (0<a<b) 
在 两 条 经 线 gp 二 gp ，9% 一 mw 和 两 条 纬 线 J 二 ,y= 二 yr 之 间 那 部 分 的 面积 . 整个 环 的 表面 积 等 于 什么 ? 
解 因为 


BE (总 ) + ( 疆 ) +( 噬 ) (tacowp)， 
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2 2 2 
0=( 吕 ) +( 咖 ) +( 务 ) = 光 汪 下 生 二 下 下 


故 VEG 一 户 二 a(b 十 acosy). 于 是 ,所 求 的 面积 
S 一 上 dp| albtacosg dy—algs pi) Lb ge gr) talsinge — singn )]. 
多 1 败 


整个 环 的 表面 积 为 A= | dp a(b 十 acosb) dg 一 4 ab. 


【4050】〗 求 矩形 xz 一 六 0,，0 委 y 委 0 0 委 >z 委 c 对 坐标 原点 的 立体 角 w. 车 
4a 很 大 ,推出 o 的 近似 公式 . 

解 以 原点 为 球 心 作 单位 球 , 则 w 即 为 该 球面 含 于 四 面体 0 一 ABCD 内 
的 面积 ,其 中 ABCD 是 以 5、c 为 边 长 的 矩形 (图 8. 49). 

取 球 坐 标 系 , 由 4047 题 知 : VEG 一 FF 一 cosy， 
又 g 和 y 的 变化 域 为 


. pb . Ceos 
0 oarcsin ， OXyarcsin —— Pe . 8. 49 
Di Va’+te ~ Va’ tc cos pg 
于 是 ,立体 角 
arcsin— arcsin— 记 Qe 
忆 一 Maz Va? He? cos 29 cosydy 一 ” -了 一 一 dy 
0 0 2 十 c: 
Va 十 ccos gp 
d| 一 一 一 -sin ) 
四 /27 , a Fe 9? 
0 2 
, 一 ( 一生 EE sg 
一 arcsin sinarcsin 一 一 一 一 2 一 arcsin ee 
Va va’ 二 pb Vlate) (a te) 
be be 
当 a 很 大 时 ,有 -一 天 一 生发 ， 
VlaTe)(a: to) a? 
(+ 所 + 气 】 
于 是 ,得 w 的 近似 公式 ws“ 短 


a 。 


$5， 二 重 积分 在 力学 上 的 应 用 
1” 质 心 若 薄 板 2 位 于 平面 Ory 内 ,zo,y 为 其 质心 坐标 ,o=oCzy,y) 为 其 面 密度 , 则 


xm = 着 ||earay， = 前 evdzay， (1) 
0 n 


其 中 M | eardy 为 注 板 的 质量 


若 注 板 是 均 质 的 , 则 在 公式 (1) 中 应 令 o=1. 
2” 转 动 惯量 -和 了 分 别 为 平面 Oxy 内 薄板 Q 对 坐标 轴 Ox 和 Oy 的 转动 惯量 ,可 表示 为 以 下 公式 : 


T= ||py’:drdy, b= ||pr’:drdy, (2) 
| | 
其 中 p= 二 p(x,y) 为 薄板 的 面 密 度 ， 
还 可 研究 惯性 积 1 = | ozyazdy 
人 


在 公式 (2) 中 取 o=1, 我 们 就 得 到 平面 图 形 的 几何 转动 惯量 . 
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【4051】 求 边 长 为 a 的 正方 形 薄 板 的 质量 , 设 薄板 上 每 一 点 的 面 密度 与 该 点 到 正方 形 顶 点 之 一 的 距离 
成 正比 , 且 在 正方 形 的 中 心 等 于 po. 


解 、 取 坐标 系 如 图 8. 50 所 示 , 则 面 密度 p 一 人 V27 干 本 .由 于 
Pp 一 kN (名) 十 ( 生 ) ， 


故 4 一 勾 V2. 从 而 ,p 一 As /ET 于. 


3 上 X=a 
若 引 用 极 坐标 , 即 得 质量 2 
M= J ery a ea [ap zs dr 二 | dp | rar] of a a 
0 至 0 2 
一 @c 7 国 dg + dg ee 2E de 图 8. 50 
3 o cos 0 于 sin'g 3 o cos gp 


< 


-ee2y2 | V1l+tan’ edCtangp) 


-| 号 1 十 tan: 8 十 二 in| tang 二 V]1 二 tan op | | 一 和 [2 二 VElnC1 十 VD] 


求 以 下 列 曲线 为 界 的 均匀 薄板 的 质心 坐标 
[4052) ay=xr:, r+y=24a (a>0). 
解 面 密度 o 为 常数 . 积分 域 如 图 8. 51 所 示 . 质量 


a Za 9  ， 
M=p|, dr |2 d op. 
对 于 坐标 轴 的 一 次 矩 为 
a 2c-z 
M,=p| zdz| 2 dy 一 一 全 ooz， 
-27 三 - 4 
M,=p ， 


于 是 .质心 (ze ,yo ) 为 


一 一 
le 本 
只 
一 一 
中 
1 
a 
< 
. 
< 
| 
"| 


_M,_ a _M, 8 
To MM 2° YM 5 图 8. 51 
【4053】 Vx+Vy=Va, x=0, y=0. 
解 ”质量 和 对 Oy 轴 的 一 次 矩 分 别 为 
明 CE_VTD2 1 a CE 1 
AT 一 o| dz|- dy= pa M,=p| zdr| dy= 3604 
9 0 
M, a 
于 是 ,质心 的 横 坐 标 为 To 
5 


由 关于 直线 y> 一 x 的 对 称 性 知 ,zo 一 一 后 . 


【4054】〗 x +yi=at (zr>0,y>0). 
解 质量 和 对 0y 轴 的 一 次 甜 分 别 为 


wha 


(a3 -5 至 ; 
M= =p|. dz| dy 二 eo (a$ —x$)i dr=3a’ o sin’tcos’tdt*’ = 3a’ o| (sinz 一 sin 1) dt 


2 3 .1 5 .3 .1 x 3ra2p 
3oo( 二 去 一 辣 开 元) 32 ， 


了 
3 -rz3)2 


a (a¥ zs) a 至 . 8ai 
M, = | d | 一 | 二 一 生计 4 一 323 上 4 sidt= 2. 
* 一 |,zdz |， dy 一 p , Za 一 ZX5)7dz 一 3a 0 ， Sin tcos tdt 105 
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于 是 ,质心 的 横 坐 标 为 二 他 一 扣 2 


256a 


由 关于 直线 yz 的 对 称 性 知 ,zo 一 一 折 8， 


x ) 作 代 换 工 一 acos3t. 


3 
【4055】 【过 十 立 ) 一 全 (线圈 )， 


解 此 曲线 在 第 一 象限 部 分 是 一 封闭 曲线 , 围 成 一 图 形 2. 作 变 量 代 换 


ab’ 


2 
一 于 reos'0sin? 9， y= rcos:0sin 9， (0 志 0 和 < 


则 原 曲 线 方程 变 为 r= 1. 又 容易 算得 
D(x,y)_ 2a°b’ 


区 
了 ) 


2 
让 


rlsin’ Ocos’ 0++ sin’ Ocos’ 06), 


Dlr,0) Cl 
故 ( 利 用 3856 题 的 结果 ) 
3.3 1 芯 了 3 3 
M= || podrdy= 到 o| 中 Csinbcos bsinrbcos0)d0 一 生 全 po| 壮 B(3, 和 十 于 B(4.3) | 一 < poB(3,4)， 
上 0 0 
nn 


5p4 1 子 
M, = 区 dzdy 一 2 2 po | rdr | ~ cos' Osin’ (sin’ Ocos’ 0++ sin’ cos’ 0)d0 
c 
n 


0 0 


5 54 也 工 53 74 
一 二 | 上 sin7 gcos10 十 | simgeos bdg] = 二 .ab oLB(4,6) 十 B(5,5)]. 
0 


3 上 
于 是 ， = 站 = 纪 B40)+ BS5,5) 
由 于 B(4,6) 一 了 全 一 3 于 BG5,5) 一 一， BG3,4) 一 和 人 2 
人 -名 号 “人 人 


Jevdzdy 
M, _ ab’ 


Jo 一 了 。 
AI |eazay 14c 
和 


【4056】 (x 二 Ty):=2a ry (rxr>0,y>0). 
解 曲线 的 极 坐标 方程 为 寺 =wuzsin2p, 质 量 和 对 Oy 轴 的 一 次 矩 分 别 为 


到 aVR 2 (可 2 
M= | odrdy=p | dp| " "dr 一 如 sin2gdy 一 的 -， 
日 日 0 
了 


同 理 , 可 求 得 质心 的 纵 坐 标 为 


x n 


下 a Vsinag 3 [3 2 3 3 
M, = [feraray=0| dz| “rr。 reosgdr 一 的- | cosgpsin? 29dgp= 2 pa | COsz psin3 gdgp 
[a 0 D 
nh 


a 


7 5 3 3 1 1 
7 3 )" 22 ,TTT() 2 ,T(r) "ar() 


_2V2 ; .1p( 3 

3 2744 3 0 2T(3) 3 0 2。2 
=— pu T = xoa 

8V2 2sin 二 16 


M, 


于 是 ,质心 的 横 坐标 为 mx 一座 一 全 .由 关于 直线 y 一 zx 的 对 称 性 知 ,zx 一 一 写 : 


x*) 利用 3856 题 的 结果 . 


【40Ss7】 r=a(lcosp), p=0. 
解 ”质量 和 对 Oy 轴 .Orz 轴 的 一 次 矩 分 别 为 


fr al +eosgpy 1 sof 2 3 2 
M=o|. dp| rdr= pa | (1+cosg) dp= npa ， 


0 
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a{ |- coxsg) 3 x 3 3 x 
AI， =p|. dp| ~. reospdr= 色 -| (1 十 cosgp)” cospdp 一 的 | | tcosg)' dp— | (teosgy’ dy | 


3 二 夺 3 = - 
| 32|7 cossrdy 一 16|2 coss = |: .7°5°3°1, x .5， 1 .要 
3 (32 cos tdi 16| Cos ‘dt | 3 32 5647 ”7 16 Hid" 
_ 5 3 
二 ， 
al Icosgy , _ 有 pa’ , (1 十 cosg): 四 dpa’ 
M =p|. dp 上 r。， rsingdr= , 十 cosp) singdg 3 了 ， 3 
_M,_5 AM _ 16 
于 是 . 质 质心 的 坐标 为 -on 一 M 6 MM gx 


[4058】 x=a(t—sin) ,y=a(l—cost) (0R1SR27r) ,y=0. 
解 ”质量 和 对 Oz 轴 的 一 次 矩 分 别 为 


M=p|” dz 上 dp a: (1l—cosi)’: dt= 3npa’, 
Uy 0 0 


0 a ya do ya Qeow) d= Srp 

M, | dz | ydy ye|. y dr 2 pu |。 (1 一 cost) dt ypa. 
、 M, 5 

于 是 ,质心 的 纵 坐 标 为 了 = 让 


由 对 称 性 知 ,ze 一 ra. 
【4059】 求 圆 形 薄板 妇 十 交 委 全 的 质心 坐标 . 设 它 在 点 M(z,y) 的 面 密 度 与 点 M 到 点 A(a,0) 的 距离 
成 正比 . 


解 ” 按 题 设 , 面 密度 o 一 k& V(r 一 a)? 十 y (上 为 常数 ). 于 是 ,质量 为 
a Va re 
m=| dz| rh V(r—a)’+y dy 


= [y V(x—a)’+y +(r—a) 


(x—a) +y dx 


= /pi a x) VaFidr | | 二 mda x) ja Drdrte] (a—x)’ln( VaFr+ Vaa) dz 


二 了 一 了 上 十 J]. 
由 于 
五 = V22[ 一 (ae 十 z) 这 十 2a(z 十 a) 支 ]dz Vaak| 2 (a zc 十 作 4 (7 十 a) 主 ]| = 和 ka’， 
kf, kk, 和 人 | 一 4，s 4 ，3 
Ls 全 | ind 6 lnt|， 6 ， 六 出 了 Ac ln2a 9 Au ， 


Via Va Ta 
1 =k. 2| 1(2a— 2) n+ Vaa) d= 80: | tn 十 vd 一 st | PlnG+ Vaa)dr 


) 


VZa 
十 中 | ”einG+ Vw)di 一 8har (名 +aln v 殉 ) 一 ska( 吝 +ain V3a) 
0 


十 2k (Ee 十 于 ln v2a ) 一 从 ka 十 本 ka ln V2a = ka 十 全 hasln2a， 


4 4 
因而 最 后 得 M= 闪 to 一 (全 kusln2a 一 言 ka ) 十 (从 ta 十 于 ksln2a) 一半 


a fa rs 
仿照 上 述 方法 可 求 得 一 次 逢 M, 一 dz | 好 Vz-a7Ty dy 一 一 各 ka'. 
而 由 对 称 性 得 :M, 一 0. 于 是 ,质心 的 坐标 为 
M_ a ,Mo 
zo- 5， ?yo 一 M0 
【4060】 求 曲 线 y= V3Pz,y 一 0, x 一 X 所 围 图 形 的 质心 在 参数 X 变化 时 所 描绘 的 曲线 . 
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V3pr /5 x Vapr 
而 一 次 矩 M.=o| zdr | ”gy=p? xi, M,=p| dr ydy=p 六 PX 
_ _ M, 3 M, 3VPpX 
十 /A 只 和 夕 、 D 一 一 一 一 
于 是 ,变动 面积 的 质心 为 和 
、 3 5 1 
因此 ,质心 的 轨迹 方程 为 万 Pp* Hr V0pr, 


此 即 所 求 的 曲线 方程 ,其 图 形 是 抛物 线 的 一 半 . 
求 由 下 列 曲线 所 围 的 面积 (po 一 1) 对 坐标 轴 Ox 和 Oy 的 转动 惯量 1, 和 7,: 


【4061】 ”二 十 之 =1, 守 十 之 =1, y=0 (bp 0. 扩 之 0,h>>0). 
pr hh ps hh 
解 若 设 b; 放 如 , 则 
a 国有 y Ch, — bh’ 
1 加 | > dy | dz 一 (如 名 ) | > (1 hn )dy 12 ” 
i r yy ”及 (万 一 队 ) 
b= | dy | 庆生 7 dz 一 3 0 0 h ) dy 12 ” 
_ bi — bs)h’ 大 (下 一 名 
若 设 六 盖 户 , 则 L=. 1 0 ， [= 《 3 2) 


【4062】 (ra):+(y—a)’=a:, r=0, y=0 (0 委 z 委 <). 


EE a- 2ar - 工 
解 天 = | dz| ydy 
0 0 


=- 总 [ [a —3a: V2ar—x 3a(2ar— zx)— (2ar— rz dr 


a 


一 上 (2cz 一 妇 ) 二 dz 
3 Jo 


o 


_ 2 
3 [a Ir—3a’ (= 了 4 V2azr 二 三 十 5 arcsin 工 了 4 ) 十 3a2 rz -| 


) 一 工 Ja cos'itdt 


1 


利用 图 形 的 对 称 性 , 即 得 站 .一 二 一 安 (16 一 5x)， 


< ) 作 代 换 工 一 @ 一 csint. 

[4063】 一 wx(1 十 cosp). 

解 ”曲线 所 围 的 平面 域 可 表示 为 ”一 rzr 委 9 委 r， 0 委 r 委 <c(1 十 cosp). 
于 是 ， 


n ul Feosg) x 
I 二 | | "2 sin pp * rdrdg=— | a (lcosg)' sint gdp 
-下 


1 .0.21 2 


一 2 。 人 | (1 十 4cosg 十 6cos? g 十 4cos’ gp 十 cos’ p)sin” 9pdp 一 本 ra 


n utl' cong) n 
1, = | 二 ”天 cos2p。rdrdp 一 豆 a | (] 十 cosp) :cos:pdyp 


六 | (cos: g++4cos’ g++ 6cos’ gt+ dcos’ p 十 cos yg) dg = Ira! 。 
0 


Lb 


= 2| ”cos"pdpg， 7 为 偶数 ; 
* ) 对 于 任意 正 整数 .有 | cear-| | sswar，， 


0， 7 为 奇数 . 
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为 算出 1 DD 的 值 , 也 可 变换 被 积 画 数 的 形式 ,直接 用 换 元 法 计算 ,这 样 较 简 单 .事实 上 ,我 们 有 


4 .有 b 
一 4 2 96,4 Pp? 区 及 
I | (1+cosg)’ sin’ gdg— 2°a | COS 2 Sin a( 台 ) 
9。7。5。3 .1 ll\xn_21 ， 
10- B61.3(1 ) 到 


ar 
2 

=2a! | cosI0z(1 一 cos2z)dz 一 28a4 
0 


4 x 4 
1 = 所 | (1 十 cosp)tcospdg 一 少 | (teosg)' dg— 53a 
ov 


至 21 70 21 
-04,4 8 1 4 
2*a [ cOS rdx 50570 一 32™a 32 a 32 


【4064】 zx'+ y=a(r t+y). 
解 ”曲线 的 图 像 关于 两 坐标 轴 和 直线 y= 二 x 是 对 称 的 ,参看 1542 题 的 图 像 . 曲线 的 极 坐 标 方程 为 


2 
a 


= 0p2n). 
cos‘ p+ sin'g (0S p27) 


根据 对 称 性 ,只 要 算出 从 gp 二 0 到 9 一 二 那 部 分 面积 的 转动 惯量 再 八 倍 起 来 即 得 结果 ， 并 且 显然 有 疡 一 收 . 
于 是 ,我 们 有 


太一 了 -名 = + ydrdy= 4 ap | mri nar- 国 a dp = a dg 
0 


o (cos’ g++ sin’ op) (1 —2sin’ pcos: 9) 


= a'dgp 16a 『 二 = 给 [ 可 
0 ( 羡 + 工 costp) o (3 二 cos4g)? o (+ 二 cosz) 
， ™ 了 
4 I 3 十 2 yarcan( 
(1 一 诗 ) (1+ 地 去 cosz) (1 于 )” 。 


x ) 作 代 换 工 二 49. 
x x ) 利用 2063 题 的 结果 . 


【4065】 zy 一 c2 ,zy 一 2a2 ,7z 一 2y，2z 一 y (x>0,y>0). 


解 作 代 换 zy 一 ww, 立 =u 则 =A/ 攻 ,y= Viw, 且 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 |1| 一 去 ,曲线 所 围 的 面积 
即 积分 域 变 为 


cd2<<u<S2au: ， 本 过 vs2. 
9a’ 2 a _9a! 
于 是 ， 中 drdy= | du| 姑 du 一 站 -， I -| dzdy 一 上， do|: 5 一 
【4066】 求 曲 线 (zx: 十 y)?==a? (x? 一 y) 所 围 区 域 S 的 极 转动 惯量 
= 站 (x ydrdy. 
解 ” 引 用 极 坐 标 , 则 图 形 S 的 界线 的 极 坐标 方程 为 
=a’cos29, 
“Vsosze 茸 na! 
这 是 双 纽 线 . 利用 对 称 性 ,得 一 | tsa 4 dp] war seos2pdp- 哈 - 


【4067】 证 明 公式 ， l=1, 十 Sa， 
其 中 1, 是 图 形 S 对 于 二 平行 轴 ! 和 1 的 转动 惯量 ,其 中 4。 是 通过 图 形 的 质心 ,而 4 为 两 轴 间 的 距离. 
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证 明 思 路 取 避 轴 为 Or 机, 图 形 S 的 质心 为 坐标 原点 , 则 1 一 |(y 一 d)*dzdy, 由 题 设 即 易 获 证 . 


5 


证 取 i 轴 为 Ox 轴 , 图 形 的 质心 为 坐标 原点 , 则 
J yares aa | yarayt a aar 


因为 5 通过 图 形 S 的 质心 , 故 > ydzdy=0， 即 “有 >azdy=o. 


又 > dzdy 一 Ta ， | uay=s， 
3 


于 是 ,l=1 十 Sd. 


on 一 


【4068】〗 证 明 : 平 面 图 形 S 对 通过 其 质心 0O(0,0) 并 与 Ox 轴 成 a 角 的 直线 的 转动 惯量 等 于 


1 一 Tcosza 一 21.sinacosa 十 Tsinza， 


其 中 二 和 也 为 图 形 S 对 于 Oz 轴 和 Oy 轴 的 转动 惯量 及 了 ,为 惯性 积 ; 
| prydzrdy. 


证 明 思 路 取 直 角 坐 标 系 Or'y ,使 Oz' 轴 与 Oz 轴 的 夹 角 为 a, 则 有 


心 一 zeosa 十 ysina， y=—zsing+ycosa 县 |1|= BED | -1 
于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 1 一 上 ypdzx'dy .由 题 设 即 易 获 证 . 
证 今 取 直 角 沧 标 系 Oz'y ,使 Oz' 轴 与 Oz 轴 的 夹 角 为 e, 则 有 
zz 一 zcosa 十 ysina， y =— xrsinagt ycose. 
这 就 是 旋转 变换 , 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 1 = | 全 各 | 一 1 
于 是 ， 


了 = |y*ear'ay =— | (一 zsina 十 ycosa) pdzxdy 
5 


5 
一 cos'a || or dzdy 一 2sinacosa | pzydzdy+ sinto | oz dzdy 
Ss S 5 


= IT,cos’a—21,, sinacosat T, sin’a. 
【40693】 求 以 a 为 边 的 正三 角形 对 通过 三 角形 质心 并 与 它 的 高 成 角 的 直线 的 转动 惯量 
解 ” 利 用 4068 题 的 结果 , 取 质 心 为 坐标 原点 . 不妨 取 Ox 轴 平 行 于 三 角形 的 一 条 边 ， 则 过 质 
角 的 直线 , 即 为 过 坐标 原点 与 Oz 轴 成 a 角 的 直线 . 于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
1.=1cos:a—21,,singcosat 1, sin’a. 
由 于 三 角形 三 边 所 在 的 直线 方程 分 别 为 


a a a 
, V3z 十 二 ， 一 V3z 十 二 ， 
> >” /3 Ys 


所 以 ,根据 对 称 性 知 : 


筷 -VS 也 2 
1, =2? | dz| Fydy=2 | ul 
0 - 0 


2V3 


(一 VS5z+ 区 
-2 (getsar ie +e )dz= 2V3a' (二 1 和; 


心 与 高 成 w 
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-2 下 ( V3 二 4227 )dz=y5a' (二 豆 ) 下 


二 县， 1 一 Qt sa Qt sin 一 Q4 
于 是 323 32V3 ™ 32V3 
【4070】 设 圆柱 形容 器 妇 十 交 一 az 一 0 内 盛 有 水 ,水 平面 为 <==h, 求 水 对 容器 侧 壁 x 守 0 的 压力 . 


解 用 XX 和 YY 分别 表 示 压 力 在 Ox 与 Oy 轴 上 的 投影 . 由 对 称 性 ,显然 有 Y 一 0. 下 面 求 X. 由 于 dS 
adbdz (一 到 <9<< 系 ) ,而 在 面 元 dS 上 的 压力 在 Oz 轴 上 的 投影 dX 为 (zdS)cosb. 于 是 ， 


ny 工 h 
六 二 [zeos0as= | azeostaras=a( [2, eosgal ] (| zdz ) =ah’. 
5 一 六 站 


【4071】 半径 为 a 的 球体 沉 人 密度 为 3 的 液体 中 深度 为 (由 球 心算 起 ) 的 地 方 ,这 里 h 之 a. 求 液体 对 
球 的 上 表面 和 下 表面 的 压力 . 

解 ” 设 球面 方程 为 x 十 y 十 x 一 , 则 在 球面 上 的 点 (rx.y,*) 处 沉 入 液体 的 深度 4 为 

d=h—z (~—azh). 
于 是 ,上 半球 面 5 的 点 和 下 半球 面 S: 的 点 的 深度 分 别 为 
d=h— Va —(riy), d=hi+ Va (i+y). 
根据 对 称 性 知 ,压力 在 Ox 轴 上 和 Oy 轴 的 投影 均 为 零 , 故 只 要 计算 压力 在 Oz 轴 上 的 投影 ,液体 作用 于 球 的 
上 表面 和 下 表面 的 压力 分 别 记 以 p! 和 ps ,并 设 7 为 球 上 各 点 处 压力 的 方向 ( 即 内 法 线 方向 ) 与 Oz 轴 正 向 
的 夹 角 , 则 
pi -| d6cosydS 一 一 | 5CA 一 Va TD drdy= hard td | dg 上 Va —r rdr 


ty 


(a 277]| 一 -were(h 一 全 (p1<0 表示 压力 向 下 ). 
辣 理 , 我 们 有 
ml 一 2 5 5 一 “2 2a 老 二 压 - 
pz = | a8cosyds— 站 6[h+ Va — (7x:+y) ]dzdy 一 ra 8(h 十 邹 ) (pi 之 0 表示 压力 向 上 ). 
S52 iy ca 


【4072】 底 半 径 为 a 高 为 b 的 直 圆 柱 体 完全 沉 人 密度 为 8 的 液体 中 ,其 中 心 在 液 面 下 的 深度 为 六 ,而 圆 
柱 的 轴 与 竖 直 方向 成 a 角 , 求 液体 对 圆柱 上 底 和 下 底 的 压力 . 

解 ” 取 圆柱 的 中 心 为 坐标 原点 , 取 Ory 平面 是 水 平 的 ,再 取 圆 柱 的 轴 ( 朝 上 的 方向 ) 在 Oxy 平面 上 的 投 
影 所 在 的 方向 为 Oz 轴 , 取 Oz 轴 垂 直 向 上 ,最 后 取 Oy 轴 使 Oz 轴 .Oy 轴 和 Oz 轴 构 成 右手 系 ， 

于 是 , 液 面 方程 为 xz 二 h. 设 圆柱 上 底 为 S ,下 底 为 S: , 则 S 所 在 平面 的 方程 为 


xsina 十 zcosa 一 志 ， (1) 


S: 所 在 平面 的 方程 为 


xsine 十 zcosa 一 一 人. (2) 


2 
在 点 (z,y*z) 处 (z 魏 加 液体 的 深度 为 六 一 zz. 用 Xi 和 Zi 分 别 表示 液体 在 圆柱 上 底 S 上 的 压力 在 Ox 
轴 ,Oy 轴 和 Oz 轴 上 的 投影 . 同样 ,用 X: ,Y* 和 2 分别 表示 在 S; 上 的 压力 在 Ox 轴 ,Oy 轴 和 Oz 轴 上 的 投 
影 . 显然 .YI 一 YY 一 0. 我 们 有 


X=— | adh sinedS— —6sine || (h—z)dS, (3) 
5) 31 

2 = 一 || so 一 seoseds= 一 seose | (4—z)ds. (4) 
S) 31 


由 (1) 式 知 ,在 S 上 有 z= 过 (过 一 zsina). 于 是 ,注意 到 Si 的 面积 为 wa? ,可 知 


cosa 
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Ch—x)dS I zsing) Jds= (4— So) | ds+tine | ras 
swore ( 2 cosa 人 Cosa 


~ i 
(4 pb 本 | zdS. 


2 cs ) cosa 


由 于 二 | xdS 是 S; 的 质心 的 x 坐标 ne xdS== 十 naibsina. 代入 即 得 
nd | 
5 


$1 


| 1 ，sinza bp 、， 
| (h—z)dS (x pp 十 Da pb COs (x 2 cosa ) xa 


以 此 代入 (3) 式 与 (4) 式 .得 XI 一 一 not8(A 一 全 cosa jsina， Z1— nad(h— cose ) cosa, 
同 理 .我 们 有 X= | eu: )sinadS= 5sin || (一 =)dS， Z; 一 | eweowds= Bcose || 0 一 =)d5， 
S$, 


$2 52 SS» 


再 注意 到 (2) 式 ,类似 地 可 计算 得 


le zdS -J [ata ( 2 +xsina) |4S 一 (ht 六 cosa ) na’ 


2 


于 是 ， Xs 一 ra*8(h 十 也 cosa ) sina， 元 一 rus(A 二 人 cose)cosa 


【4073】 求 均匀 的 圆柱 体 衬 十 光 委 全 ,0 委 > 委 对 质点 P(0,0.0) 的 引力 , 设 圆柱 的 质量 等 于 M, 而 质 
点 的 质量 等 于 m. 
解 ” 根 据 对 称 性 知 ,引力 在 Ox 轴 和 0Oy 轴 上 的 投影 等 于 零 , 故 只 要 计算 引力 在 Oz 轴 上 的 投影 下 .. 今 
取 圆 环 . 其 体积 为 
dV 一 2rrdrdz， 


则 相应 的 质量 为 dM 一 2 2 


na'h 


吸引 质点 了 的 引力 dF.— — — A MO) drdz 
h VE 天 十 (0 一 > 


drdx， 


于 是 ,所 求 的 引力 为 


a h h ~ 
已 WM | r(b—z) drde= a | sgn(b— z) dz | 4 z Fe | 
ah JoJo [到 十 (0 一 =) 2 0 o Var Th 2) 
2 


[6 一 1 一 由 十 Va t+ Ah — Va thr], 


其 中 为 引力 常数 


【4074】 物体 对 挤 压 面 所 十 的 迄 1 
的 压强 分 布 由 公式 p= 入 (1 一 到 一 次) 
a b 


给 出 . 炒 物 体 对 此 面 的 平均 压强 . 
解 ”物体 在 椭圆 面 上 的 平均 压强 为 


1 1 rr yy 4 人 3 ! 四 4 nn pab_pbo 


nap nap 2 4 


【4075】 以 a 和 5 为 边 的 矩形 草地 上 均匀 地 铸 盖 有 已 收割 的 干草 ,其 面 密度 为 p. 若 运送 质量 为 M 的 


货物 到 距离 为 的 地 方 所 需 的 功 为 &Mr(0<<A<1), 则 为 了 把 所 有 的 干草 集中 在 草地 的 中 心 ,至 少 应 消耗 多 
少 功 ? 


解 不妨 将 坐标 原点 取 在 矩形 的 中 心 ,Ox 轴 平 行 于 a 边 ,Oy 轴 平 行 于 6 边 .由 于 将 面积 dzdy 上 的 干 
草 移 到 中 心 要 消耗 的 功 为 dW 一 kp Vx 十 y drdy, 并 利用 对 称 性 , 即 知 所 要 求 的 功 为 
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旋 


nt rs 三 5 
， “ 上 ridrdg 十 上 ， 上 MM rdrdg | 


arclan 一 
a 


乞 [位 
W =kp | 上 Vrty drdy=4kp| | 
kp 六 ” 1 ， 四 1 

区 cos! d9 十 2 aretan 宙 Sn “ 


og 
“ms? pVaTrp ,1, bitte 
十 2 ln 2 ， 


fa VET 1 at VOT 
2 一 全 ， 


1 2P2 2 


pb 
arclano— 
a 


sy1 b+ We 十 及 31 .a+ Va:tep 
a'ln +b nO . 


于 是 ,我 们 有 
利用 2000 题 的 结果 . 
利用 1999 题 的 结果 . 


x ) 


关 XX ) 
$6. 三 重 积 分 


1” 三 重 积分 的 直接 计算 法 ”函数 f(r,y,z) 是 连续 的 . 且 有 界 区 域 V 由 下 列 不 等 式 给 出 
TiSIEr YTIEYENT), ry) RZEZ (ry), 


其 中 yy Cr) ,yz 《xX) ziCzy)，zz(Cry) 展 为 连续 函数 , 则 画 数 f(x,y,z) 在 区 域 V 内 的 三 重 积 分 可 按 公 式 


ry yo CT) zo rs) 
fsardydz= | dz 站 dy 上 Crsyyz)dz 
7 (7 


V 


=] (ro) 


来 计算 .有 时 采用 下 面 的 公式 也 很 方便 ， 
| f(r.y,z)drdydz= 上 dz I fr,y,z)dydz, 


Sir) 


其 中 SCz) 是 用 平面 + 二 常数 截 区 域 V 所 得 的 截面 . 
2” 三 重 积分 中 的 变量 代 换 若 连 续 可 微 函 数 


yy to) z=z(u, Vw) 


T= (Uv), 
Oryz 空间 的 有 界 可 求 积 的 三 维 闭 区 域 V 与 O'uvw 空间 的 区 域 V 之 间 的 一 一 映射 ， 


人 
给 出 


并 且 当 (uvvrzDE 时 ， 
DGCryyyz) 0， 


{= Dan a) 


则 成 立 公 式 
| flrry,z)drdydz= | FEz Cv) ,yurve) zusv un) | | I dudvdwu. 


在 特殊 情况 下 ,有 :1) 圆柱 坐标 系 g,r, 有 ,其 中 
r=rcosg, y=rsing, z=h Dery 2a), 
和 Dlgp,r.h) 
2) 球 举 标 系 gr 其 中 
zz) co08y, 


X=rcospcosy, y=rsingcosy, z=rsing, Dg pr) 


计算 下 列 三 重 积分 : 
【4076】 川 rs ardvdz, 其 中 立 是 曲面 = zyvy 一 rz 一 1,z 一 0 所 围 的 区 域 . 


解 中 ry*x*drdydz= | ey | ydy 上 二 dz 一 7- 
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drdydz 
【4077] 外 (1 十 z 十 y 十 =)3” 


dzrdydx -| [ r 站 dz 
解 ll (1 十 x 十 y 十 zx) 6 dr dy 加 (1 十 工 十 y 十 z) 
加 『 gq er 1 1 1 加 1 i+ 1 1 1 
加 0 -| | TT | a 了 | | | 8 ra | > 


| 1 1 i 3 > 1 
十 

jl EE zr Fs | ,7 加 | 8 E+ ac |r 
5 


] 
[ 7 二 让 十 当 md+z | | = 二 m2 : 


其 中 VV 是 曲面 x 十 y 十 z= 二 1,x7= 二 0,y 二 0.z 二 0 所 围 的 区 域 . 


【4078】 用 zyzaxraydz, 其 中 V 是 曲面 x? 二 六 十 1,7 二 0,y 二 0,z 二 0 所 围 的 区 域 . 


0 1 SAE Vi 1 nn SA ， 
解 ‖ >>zazdydz= | zdz| ydy | xdz 一 一 | zdr | y(l—r—v)dy 
水 0 人 0 四 


1 请 , 
-8 | Xx(l—zx’)*dr= 
0 


1 
48° 


[4079] 是 (二 + 六 二 )drdydz, 其 中 V 是 曲面 


所 围 的 区 域 . 
解 题 思路 ” 设 P.,Q,,R. 分 别 表示 区 域 V 与 平面 zx 一 常数 ,y 一 常数 ,< 一 常数 所 截 部 分 在 Oyz,O 〇 zr， 
Ory 平面 上 的 投影 , 则 有 


原 式 一 | «| dydz+ | ， dy | dzdz 十 | de | dzrdy. 
. L 


解 “ 设 P,,Q, ,RR. 分 别 表示 区 域 V 与 平面 < 一 常数 ,y 一 常数 ,2 二 常数 所 截 部 分 在 Oy,0Ozz,Oxy 平面 
下 的 投影 , 则 有 


上 (二 (所 + 揪 十 气 )dzdydz- 『 Cl dydz 十 | 所 dy dzdz 十 | etal dzdy 


炎 | > 1 
-| 人 |) 
* ) 下 本 这 雪上 的 方 各 为 
+ 二 1， 
a) 0 
故 其 面积 为 mA 有 三 .Ah < be (1 一 互 ) 


Q, 及 民 , 的 面积 类 推 . 


【4080】 | VX 十 yy drdydz, 其 中 允 是 曲面 二 十 罗 一 过 ,< 一 1 所 围 的 区 域 . 
解 题 思路 注意 曲面 在 0xy 平面 上 的 投影 @Q 为 国 盘 习 上 ys<1. 则 有 有 
原 式 一 a 7 VT Ty de. 
解 曲面 在 Ory 平 面 上 的 投影 Q 为 圆 盘 十 风 委 1. 于 是 ， 
中 AT dardyde | drdy | 7 VT Ty dz= i [VET C+ ydrdy 
v el 


-| dp|. (r—r)rdr r 一 车 
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在 下 列 三 重 积 分 内 ,用 不 同方 法 配置 积分 的 上 下 限 : 


【4081】 | dx | dy [i flr,y.2)dz. 
解 ” 有 界 区 域 V 如 图 8.52 所 示 . 


0 
图 8. 52 图 8. 53 


如 果 先 对 y 积分 .再 对 z,x 积分 ,如 图 8.53 所 示 , 则 积分 域 在 Oyz 平面 上 的 投影 域 由 诸 直 线 
z 一 0， zx 一 XxX 十 y， y 一 0， y 王 1 一 r+ (x 固定) 


围 成 . 于 是 ,我 们 有 
| 本 加 dy | fry zr) de 


，) 


下 工 1 一 上 1 1 
-=| a | | fz)dyt | dz| friyrz)dy 
站 站 0 工 z I 


如 果 先 对 zx 积分 ,再 对 yz 积分 ,如 图 8. 54 所 示 , 则 有 
上 dz | dy | f(rsy,z)dz 


z l—y L ly 
一 | dz| | dy| fryndrt | ay| 7eryad| 
0 0 ey = 0 
x ) 这 里 用 的 公式 为 


pb 
册 flr,yz)drdydz= | dr I f(r,y,>)dydz. 
Vv ° Str) 


1 Vi | 
[4082] | dz| 一 由 | rs fy de 
解 ”有 界 区 域 V 如 图 8.55 所 示 . 
如 果 先 对 y 积分 ,再 对 zx,z 积分 ,如 图 8.56 所 示 , 则 积分 域 在 Oyz 平面 
上 的 投影 域 由 不 等 式 


[xz| 志 z 夺 1], 一 Vz 一 x Ry Vz -7r!,， 
(x 固定 ) 给 出 .于 是 ,我 们 有 
1 VI- 1 
| ， dz| ry | rr fy ee 


2_ .2 


! 1 Vs:2 -zx 
=| ， dz| dz | Vi flr,y,z)dy. 
如 果 先 对 z 积分 ,再 对 y,z 积分 ,如 图 8.57 所 示 , 则 有 


2 2 


1 VI- 1 1 = 1 Ve 1 
| dz| 一 由 | 一 flr.y,z)dz= | =| »| Ara 了 . 
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了 = 二 
| } 
] ， 
D 四 
图 8. 56 


【4083】 | dx | dy | fr,y,z)dz. 
解 ” 如 果 先 对 y 积分 ,再 对 xz. 积分 , 则 积分 域 在 Oxy 平面 上 的 投影 域 由 方程 
7 王 1, xz 二 0, zx 二 x 及 x 一 0, Xx 二 1], z 二 Xx*, zz 二 x 十 1 
所 表示 的 曲线 围 成 .于 是 ,我 们 有 
[ dx | dy | f(rx,y:z)dz= Jax[| a | Jrzyyyz)dy 十 | dz | 一 Frvyszydy |. 
如 果 先 对 x 积分 ,再 对 z、y 积分 ,不 难 由 轮换 对 称 关 系 得 出 结果 . 
如 果 先 对 zx 积分 ,再 对 y、z 积分 , 则 积分 域 在 Oyz 平 面 上 的 投影 域 由 方程 
y 一 1，z 一 0， y 一 Vz 及 y 王 0，y 一 1，y Vz, y= Vzx 一 ] 
所 表示 的 曲线 围 成 . 于 是 ,我们 有 


1 1 i 
| dz | dy| f(r,y'2) dz 

0 0 [9 

1 Ve 1 十 1 1 | ] 1 . 
=| a[| dy| 一 fry dr | fr)dr |+ | -| dy | 天 = red 
xX) 这 里 采用 的 投影 方式 与 前 两 题 不 同 , 系 用 结果 
中 rersyedzdydz= | ardz 上 f(x,y'z)dy. 

: 轩 


窜 


以 一 重 积分 代替 三 重 积分 : 
1 

ra084y | ae dn)’ feDat 
解 [ de| dy| f(D dt= | de| dt | /cpdy- [ de| fC EOdt— [ dt | fe Odé 

= 去 | f(D Cr— de 
[4085]】 | dr | dy [| 响 f(z) dz. 
解 ” 化 为 先 对 y 积分 ,再 对 +、z 积分 ,可 将 原 积分 表示 成 如 下 两 部 分 : 

| dz[ | dx | fiz) dy+ | dz | /Cdy |= | dz | f(z) dr 二 | dz [ fC2) (1— zt zx) dx 

= | f(z) (1 一 z)dz 二 | f(D 一 zsdz+ 计 | f(z) 2 dz 
| Ata(1- 瑟 )dz= 二 | fl2) (2— 2 ) dz; 
| dz| dr| fdy= | dz| ， f(z)(1—ztx)dr= | [ra-oz+ 本 foo] | 
| 


2 1 1 2 1 全 2 
(z—1)° |dz f(z)(z—2)° dz, 
2 2 i 


Fa| 1 zx 十 (z 一 1) 二 2 


1 
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1 1 i 1 2 
于 是 、 | ds | dy| 7(z)dz= 王 | 7 一 =)dz+ 二 | Js)(2 一 z)2dz. 
， 四 9 全 1 


【4086】 设 Frzryz) 一 下 Crzyyz) ,上 且 apcA,DB3C 为 常数 , 求 


A 5 c 
| dz | dy| f(xr,yz)dz. 
a b ec 
A B [0 A [a » , 
解 | dr | dy| frys)de— | dz | [下 和 (zyyC) 一 下 (rye) dy 
和 b 上 a 五 


人 
= | [FC BO—FICADbO—FI Cr BOtF (rb) ldr 
上 (ADC) 一 下 (a DO 一 FAC) 十 Fa DC 一 FA 十 Fa Bec) 十 FADce) 一 下 (ape). 
变换 为 球 坐 标 ,计算 积分 : 


【4087】 路 


十 十 z* drdydz, 其 中 V 是 曲面 xz: 十 十 xz* 一 z 所 围 的 区 域 . 


提示 “注意 积分 域 V 为 0 委 p 委 2r， 0<yw<- .0 0<r<sing, E |IT|= rcosy. 


解 ” 邻 + 二 rcospcosy,y 二 rsingcosyrz 王 rsing, 则 曲面 x 十 十 zx? 二 x 化 为 r 二 siny, 从 而 、 


V: 0 和 9 委 2r， 0 入 4 生 辽 ， 0 委 r 委 siny，| 由 一 一 cos 办 


中 Vr 十 y 十 xz’ drdydz 一 | 4 dz dy 站 7“， 产 cosydr 一 于 | dp 上 sin gcosydy= 证 


1 Vi 2 7 ， 
【4088] | dz | dy| z” dz. 


提示 ”注意 积分 域 V 为 0 过 g 志 站 7 ' 了 人 六， 0 委 r 委 Vv2 
解 ”变换 为 球 坐 标 , 积 分 域 V 为 
0 和 9 和 了 0SrE V2 


| :dx 一 [a dp dp 六 rcosp* 天 :sintgdr 一 于 4VZ 。 


河上 coswWsin ydy 


= 车 (2V2 一. 
【4089】 在 积分 中 变换 为 球 坐标 : 
天 Vr Fy Fe )dzdydz， 


其 中 V 是 曲面 z 三 x 十 半 , x 二 y, x 二 1, y 二 0,z==0 所 围 的 区 域 . 
解 引用 球 坐 标 , 由 x 二 y. r+ 二 1, y=0 知 :0<g< 语 
(图 8. 58). 
又 从 原点 引 半 射 线 , 由 曲面 < 一 x 十 > 全 烛 ,下 而 “1 过 出 ， 
于 是 ,得 /的 下 限 为 > 一 之 2 交 5 的 上 限 为 r 一 ESPSGSJ 而 少 的 变化 


一 


域 由 = 二 0 到 > pe 所 淡定 . 妈 


») 


OyEarctan 1 
cosP 


1 


‘tan 1 Ox 
dp|. Ys cosydy | WY 2 fOr) dr. 
2 学 


< ) 因为 二 1 对 应 一 1 ,Zz 二 十 y* 对 应 一 Sn ， 故 l 一 Siny ， 即 4 一 arctan 。 
cosgcosy cos’iy cosgpcosy cos'y cosg 


【4090】 进行 适当 的 变量 代 换 ,计算 三 重 积分 


下 f(A TT drdydz— 四 


0 


其 中 六 为 桶 球 瑟 十 朱 十 所 一 1 
解 题 思路 作 赤 量 代 儿 X=arcospcosg. y=brsingcosg, z 一 crsiny， 
则 有 11| 一 aber*cosy, 且 对 于 V 的 言 部 分 (第 一 卦 限 ) 有 0<y 艺 了， 
解 ” 作 变量 代 换 X=arcosgcosy, y=brsingcosy, = 一 crsiny， 
则 有 111 一 abereosy, 且 对 于 允 的 六 部 分 有 


9g 0ErEl. 


3 1 1 
了 一 二 5 drdydz=8 | dz 上 ay| abcricosy V1l—r dr 一 tr| apc 产 V1l—r dr 


2 
nr abc 


上 (1 一 cos4t) di 一 1 


2 2 nabc 
=4rabc | sin’ rcos: [di 一 一 > 
a 


【4091】 变换 为 圆柱 坐标 ,计算 积分 | (已 十 YY )dzdydz, 其 中 了 是 曲面 袜 十 了 一 2z,z 一 2 所 围 的 区 域 . 


提示 “注意 积分 域 了 为 09g 委 2x,， 0 委 r 委 2， 5 


解 邻 Xx=rcosp,y 二 rsing,z 二 Zz, 则 十 yy 一 2z 


zxz2, 且 |T|=x. 
化 为 r? 二 2x. 积分 域 
V: 0 有 ep 和 2r， OCrE2, 5 <: <2. | 中 = 


~ ， ， rr 2 ， 2 16x 
于 是 ， (Xx 十 y )drdydz 一 dp| rrdrl,s dz= . 
0 日 


L4092】 计算 积分 ji x2dzdydz 


V 


其 中 V 是 曲面 z=ay ,x 一 by ,y 之 0 (0 过 a 过 .zx 二 gr,z 二 Br (0 之 a 达 B). x 二 hh (之 0) 所 围 的 区 域 . 


思 避 有 
工 v u 2u Vuvw’ 
、 om 
为 4 委 2 委 0 au 秋 v 委 8，0 委 忆 委 六 , 且 | 了 一 
2x eu2 


解 作 变换 ,二 vz 二 Ww, 则 过 Ey ME w. 从 而 ,积分 域 变 为 


V: aSub, avuEp, 0RwEh, 


且 雅 可 比 行 列 式 
0 -四 二 
Uv Uv 
I=|-vw ， 1 Te 
Zu 2 Vuw WNuY 
0 0 1 


63 


于 是 ， 由 aaa | wi dw | 2 dv | dx 攻 人 (可 二 ) 估 和 
【4093】 求 积 | zyzazdydz， 
其 中 Y 位 于 z>>0,y>0,z>0 这 :- 填 限 内 且 由 下 列 曲面 围 成 : 
= 2= Xy=a’, ry=b, y=ar, y=Br (0<a<b.0<a<B,0 和 Tm. 
解 题 思路 作 变量 代 换 7 证 万 一 wxy 一 ,学 一 届 , 则 有 了 一 革 y= Vo 一 uw(ww 十 志 ) 及 11| 一 


本 (w+ 二 ), 且 区 域 V 变 为 二 <u dv<， aSw<p 


2 
解 作 变换 二 二 UY 之 w, 则 工 ,9 一 VW,z 一 uv(tw 十 声 ), 且 
， ws 
2 .Vvuw 2w Vw 
[一 0 Vw Vo = 守 (w+ 志 )， 
2Vv 2Vw w ww 
1 1 1 
Le le) 
V: Lu Ll, av oCw<p 
于 是 ， 
工 2 。 
由 -aedoac 一 户 生 ae| wav (w+ 二 + 二 Ja 
Vv a a a 
克 ( 挛 mk a)| a) (1 十 过 )+t 二 | 


【4094】 求 函 数 f(x,y,z)= 二 十 十 z? 在 区 域 十 十 和 x 十 y 十 z 内 的 平均 值 . 
解 区域 区 十 十 x 过 XxX 十 y 十 z 即 


3 
其 体积 v= 舍 <( 写 ) 一 如 作 变 换 :7 一 reosgeosy 十 二 ， yrsingcosg 十 方 ， < 一方 十 rsing 


则 有 f 平 二 = 二 | (zi 二 Ty 二 Tz)drdydz 


3 十 玫 十 rsiny 十 rcospcosy 十 rsingcosy) dr 


-lf al? a 全, 六 1 
5| ?| | rcosy 1 
= 二 | dz dp 人 reosy( 卫 二)dr= 记 | 4d 上 3v3 .os dy 一 | 2 
VF) 4 站 3 
_1 .3 2 . 3V3x 
V Ar 5 


[4095】 求 函数 f(zx,y,z)=eV 1 >! 在 区 域 于 :十 入 + 入 1 内 的 平均 值 . 


解 ” 由 于 区 域 了， 气 十 汐 十 | 为 椭 球 ， 其 体积 等 于 全 rabc, 故 平均 值 为 


2 2 2 
Es 
f 平 则 一 了 Tr 中: 2 2 drdydz. 


车 作 变 换 x 二 arcosgpcosy,y 王 brsingcosy,z 二 crsiny, 并 利用 对 称 性 , 则 有 
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区 
2 


fr = 8a | dp] abeer’ ydr=3 (| cosydy) (| edr) 一 3(e 一 2 
/4 Tabe ，c9 |， y 20ce cosydr 二 cosydy "Ee r)= (e . 


【4096】 利用 中 值 定理 ,估计 积 


0 


一 dzdydz ， 


Vx—a) t+(y—b) (ze) 


ty te 
其 中 a 十 六 十 之 R*. 
解 ” 由 积分 中 值 定理 ,有 
4 | > 2 ee h 元 一 二 1 3 xR’, (1) 
2 eR (xa) t+(y—b) 十 (一 c) (一 0 和 十 (7 一 0 十 (一 c) 


其 中 台 十 十 8 全 R* .由 于 函数 


(x—a) 二 (y—0b) :二 (ze)’ 
代表 点 Cr,y;z) 与 点 (a,5,c) 之 间 的 距离 ,显然 在 区 域 臣 十 十 2 志 R? 中 此 距离 的 最 小 值 是 Va 十 了 十 一 R， 


最 大 值 是 Va 十 六 十 必 十 RR, 并 且 只 在 一 个 点 达到 最 小 值 ,也 只 在 一 个 点 达到 最 大 值 . 因此 ,函数 
1 
AZ 一 0 十 (y 一 0 十 (zx 一 CD) 


在 区 域 十 y 十 xz? 态 R* 中 的 最 大 值 是 ,最 小 值 是 


1 1 
一 一 一 一 ,并 且 只 在 一 个 点 达到 
VIET TR TR' 于 且 内 在 一 个 点 达到 


最 大 值 ,也 只 在 一 个 点 达到 最 小 值 .我们 证 明 (1) 式 中 的 中 值 不 可 能 是 函数 的 最 大 值 , 也 不 可 能 是 函数 的 最 
小 值 . 事实 上 ,例如 ,若是 最 大 值 , 即 
1 _ 1 
(Ea tb Teo) Vattytie—R 


则 由 (1) 式 知 中 fx,y,z)drdydz=0,， (2) 
2 py? tel eR 
其 中 
1 1 
Va TPie —R Vir-a)t(y—6) ie 
显然 ,在 区 域 式 十 六 十 全 R* 上 f(x,y,z) 之 0 且 f(x,y,z) 为 连续 函数 .于 是 ,由 (2) 式 知 在 区 域 x? 十 yy 十 
2<R: 上 必 有 f(x,y,z) 三 0, 这 显然 是 不 可 能 的 . 因此 ， 


f (x,y,2) = 


1 < : < ! ， 
Va tte rR Va ty) te VartP+t+e —R 
即 Va thtite —R<VEa) ty 0) tc) < Va Ft+e +R, 
故 (£—a)’+(n—6) + = VartPie +oR, 
其 中 |9| 过 1. 于 是 ,由 (1) 式 得 wu 一 从 及 


3 V 二 直下 二 十 OR 
【4097】 证 明 : 若 函数 /f(x,y,z) 在 区 域 V 内 是 连续 的 , 且 对 于 任何 区 域 wCYV 有 


名 (zyyz)drzdydz 一 0， 


w 


则 当 (x,y,z)EV 时, f(x,y,z)=0., 

提示 。 用 反 证 法 及 积分 中 值 定理 . 

证 用 反 证 法 . 车 当 (zx,y,z) EV 时 ,f(x,y,z) 闫 0. 不 失 一 般 性 , 设 对 于 V 的 某 内 点 (xo ,yo,zo), 有 
f(zosyo,z0) 之 0, 则 由 于 f(z,y,z) 的 连续 性 , 故 存在 点 (zxo ,yo ,zo) 的 某 个 闭 邻 域 w CV, 使 当 (zr,y,z) Ew 
时 ,f(x,y,z) 之 0. 这 样 一 来 ,利用 中 值 定理 , 即 有 


由 resy ardydz= fe 0) V0， 
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其 中 (7 的 EwCV. 这 与 假设 由 rc,yedzdyaz=o 逆 盾 .因此 , 当 (xr,y,z)EV 时 ,f(x,y,z)=0. 


【4098】 求 已 (0 , 设 : 
(1) F(?)= 中 fx 十 十 zx)drdydz, 其 中 为 可 微 函 数 ; 


2 2 


Ty < 


(2) F(1)= | f(ryz)drdydz, 其 中 f 为 可 微 函数 . 


提示 。(1) 作 球 坐 标 变 换 ;(2) 作 变量 代 换 x 一 1E，y 一 17，z 二 1 
解 (1) 作 球 坐 标 变换 得 
F(D) 一 中 ft ty te drdydz=8 人 dp cosydy | Fedr=4zx| frrdr, 


ry 


于 是 ，F (0D) 一 4xe? /2 )， 
(2) 作 变换 xz 一 具 ，y 一 17，>z 一 此 得 
F(O) 一 ji f Cryz)drdydz= i f(r ent dédndt, 


os osSesl 
osysy oO<ys1 
0Sz<y osE1 
于 是 ， 
天 (D 一 3 ji rf én dedndit 3 ji f (Fén) rt endédnde = 了 [FO+ 下 f ‘Cryz)zyzdrdydz | . 
日 < 6 1 0sess1 SS 
Wy 0 5S3S; 


【4099】 求 攻 xz”"y"zr*dxdydz, 其 中 m,n,p 为 非 负 整 数 . 
解 ”分 两 种 情况 ， 
(1) 设 m,n,p 中 至 少 有 一 个 是 奇数 .例如 , 设 p 为 奇数 .于 是 ， 


了 一 下 yn"zpdxrdydz 一 ji xXx"y"z*drdydz 十 i Xx"y"z*drdydz== 了 十 1,. 


vl 1 好- 
z 袜 0 zs0 
入 | _ _ DCzyy,z) ys 
今 在 积分 1 中 作 变 量 代 换 zx 一 xy 一 wx ww 则 Bes De) 1, 从 而 ,注意 到 p 为 奇数 ,可 知 
1 二 一 | zarzo2zgdadzdr 一 一 了 ， 
ww 
ae20 


于 是 ,1=1, 一 了 二 0. 
(2) 设 m,n.p 均 为 偶数 .此 时 被 积 函 数 x"y"z* 关于 三 个 坐标 平面 此 对 称 . 于 是 ， 


了 一 | zy"zPdzrdydz 一 8 ji x"y"z?*drdydz. 


2 .2 2 2 2 
Tv al yl 
I 宕 0.y 庆 0.z 之 0 


引用 球 坐 标 ,z= rcospcosy,y 一 rsinpcosy,z 一 rsiny, 得 


至 和 ! , 
zr”"y"z*drdydz= 上 cos"psin"pde | ? Cos” "tl! ysin’ydy | jd 
0 站 0 


， rr 
mtn+pi3. 2 r(2 二 2 ) “2 T(2 23) 
_ 1 r(2 玉 )r( 呈 )r( 纯 )) 
4(m 十 nn 十 p 十 3) “ FT(2 十 2 十 证 3 ) 
2 
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一 1)1 一 1)11 一 1)11 
(nm ) a DI! Dz 


加 1 .27 23 2 和 

4(mt+nt pt+3) (Cm 十 n 十 Pp 十 1)11 

人 

3 ,Dn DD)!! (po D1!! 

2Cm 十 n 十 p 十 3) (m 十 nn 十 p 十 1)11 ” 

dx Cm— tna)1t(p e111! 
一 首 一 。 
克 了 下 dzdyds m 十 n 十 pp 十 3 (Cm 二 Tn 十 Pp 十 1)11 


2 2 2 
yl 


x*) 利用 3856 题 的 结果 . 


【4100】 令 十 y 十 z 一 ,yy 十 z 一 急 , xz 一 yb, 计算 犹 利克 雷 积分 


下 lyz 1 一 并 一 y 一 z) dzdydz (p>0,g>0,r>0,s>0), 


其 中 V 是 平面 x 十 y 十 一 1,7 一 0,y 一 0,z= 一 0 所 围 的 区 域 . 
解 ”由 假设 知 7 一 如 1 一 作 ， 3y 一 印 (1 一 站， z=éyt. 
在 此 变换 下 可 求 得 11| 二 $7, 并 且 积 分 域 V 变 为 ; 
0<é<1, 0<y<1. 0<¢<1. 


于 是 ， 
ep 1 1 
| Ty’z’ (1—x—y—z)'drdydz= | gr ede| 7 Dedy| C—Ode 
外 J [a 让 
二 BCp 二 十 r 十 3,* 十 1)B(d 十 r 十 2,p 十 1)BCr 十 1,g 十 1) 
_TCp 十 g 十 r 十 3)P(CS 十 1)P(e 十 r 十 2)PCp 十 1)PGr 十 1)P(o 十 1) 
T(tp 十 gq 十 r 十 s 十 4)T(p 十 gq 十 7 十 3)T(g 十 r 十 2) 
_ PCp 二 LPG 二 TI 十 1)PCr 十 1) 
(8 十 cg 十 > 十 > 十 4) 
8 7. 利用 三 重 积 分 计算 体积 
区 域 的 体积 V 可 表示 为 以 下 公式 ， V= | srdydz 


求 以 下 列 曲面 为 界 的 物体 的 体积 : 


【4101】 z=x 二 Ty , z=—=27r +2y, y=7r, y= x!. 


解 区域 V 为 O07rEl, xyEr, Ty rT 二 T+2y、 
故 体积 为 
1 和 2 1 7 , 1 4 ， 1 
v=| dr | dy| , dz= | dz| ce+y)dy= | (rr ) dr 

0 2 A 0 2 0 3 3 
1 ,1 1 | 3 
( 3” 57 21” ) 。 35° 

【4102】 z=x+y, z=xy, x 二 y=1, x=0, y=0. 

解 ”区域 V 为 0 和 TRE1, 0RyE1l—r, ry 人 zr 二 y")， 


(1— xr)’ 


1 lr ey 1 lr 1 
故 体积 为 V = dz | dy| dz 一 | dz| (z 十 y 一 Yy)dy 一 | | za 并 ) 十 5 J]ar= 
0 0 ey 0 0 0 


x* ) 因为 0 委 y 委 1, 故 有 -zy 魏 z 魏 x 十 光 


【4103】 x 十 z* = 二 a: ， xz 十 y 一 土 w，7x 一 y 一 土 a. 


3 a Vu 本 a 
解 v=8| dzr| dy| dz | (a— xz) Va’ —xr dr 
0 0 0 


也 


一 84| 子 a 一 2+ 分 arcsin | + 3 (a — rx?) 一 等 (3x 一 4)， 
【4104】 az=x 二 Ty, z= VrTy (a>0). 
解 ” 对 区 域 V 在 Oxy 平面 上 的 投影 作 极 坐标 变换 
一 rosp， 3 一 rsinp， 
则 区 域 Y 为 0<o 委 2r， 0 委 r 魏 0， Arer, 


且 有 |1|=x. 于 是 ,体积 为 


[4105] ax 2 2 六 a—Xx—y, X=0, y=0, z=—=0 (a>0). 
解 ” 由 az 二 a 一 x ”xx= 一 0,y= 一 0,z 一 0 为 界 的 物体 体积 


一 人 2 “a na 
" 2 | 2 ( | d] dzdy 一 dp| a rdr 8 


ry A 
Ty 0 


由 z= 二 a 一 x 一 y, 二 0,y 二 0,z 二 0 为 界 的 物体 体积 


a o 一 a ry 3 
V, = 用 dzdydz= | dz | dy| dz 一 气 . 
0 0 0 


rH ya 
工 实 0.y 这 00,2 之 0 


a 


于 是 ,所 求 的 体积 为 V=Vi 一 Vi oT (3 4). 


【4106】 z=6—x:—y:, z= Vr+y. 
提示 利用 圆柱 坐标 , 则 区 域 V 为 0 委 9 委 2x，0 委 rr 委 2， 委 >z 委 6 一 一 . 
解 引用 圆柱 坐标 , 则 区 域 Y 为 ”0 委 9g 委 2x,，0 委 rr 委 2， 委 > 委 6 一 闻 . 


于 是 ,体积 为 v=| dp|. rr 全 dz 一 2r | (6r—r rdr— 3 

变换 为 球 坐 标 或 圆柱 坐标 ,计算 以 下 曲面 所 围 的 体积 : 

【4107】 zi+y tx: =2az, zx!+y: 2!. 

解 题 思路 ”变换 为 圆柱 坐标 , 则 有 

7 十 x? 二 2az 及 天 雪 于， 

且 区 域 V 为 0 委 9g 委 2r，0 委 rr 委 a，r 委 > 魏 w 十 Vai—7r, 
这 里 要 注意 ,球面 方程 应 该 是 z 二 a 十 Va’ 一 r? ,但 因 体 积 V 的 一 部 分 为 球 x? 十 六 十 二 2az 的 上 半 部 , 故 取 
z=at Ve. 

解 ” 变 换 为 圆柱 坐标 , 则 有 十 一 2az 及 rn 
因而 区 域 Y 为 0<gE2n, Ora, rEzSat Va re” 
于 是 ,体积 为 

V= | dp|. 人 dz=2x | rlai+ Va —r —r)dr 2x| 所 3 (a? 一 户 ) 衬 ] . nai. 


x ) 球面 的 方程 应 该 是 xz 二 a 十 Va 一 r ,但 因 体 积 V 的 一 部 分 为 球 x :十 十 zx 二 2az 的 上 半 部 , 故 取 
z=at Ve-7. 


【4108】 (x 二 Ty 二 z ) =a (rx 二 yz). 


提示 ， 变 摘 为 球 举 标 , 则 区 域 V 的 语 部 分 (第 一 卦 限 内 ) 为 


0<g<， 0<y< 计 ， 0<r<a Veosay. 
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解 变换 为 球 坐标 , 则 区 域 V 的 -部 分 为 


0SyEF 0EIET. 0ErEa Veosay. 


2 
于 是 .体积 为 
和 “Voy dna [3 ee 2 . 
V= sf dz dy|. rr (cosydr 一 一 | cosf( cos2g)7 2 dy 一 | (1 一 2sin y)3 d(sing) 
4 Iw 3 dna 1 『 4re 3 1 nxn na 
二 一 一 (1 一 2z )7 dz 一 * cos tdt 。 。 * - 
3 3 “ 厅 外 3 


x*x )” 作 代 换 V2 二 sint. 
[4109】 Cr 二 Ty 二 Tz ) = 3ryz. 
解 ” 立体 在 第 一 ,第 三 .第 六 及 第 八卦 限 内 ,对 于 这 些 卦 限 分 别 有 : 


I 宕 0,，y 宇 0, 2z 宇 0; ”人 0, y 扩 0. z 之 0; 所 0, y 之 0, 2 人 0; XY 之 0, y 仿 0, z 信 0, 
> < 中 的 任何 岗 


立体 在 这 四 个 卦 限 内 的 各 部 分 对 一 对 地 对 称 于 坐标 轴 之 一 . 这 是 因为 左 端 及 右 端 当 +， 
个 同时 变 号 时 等 号 不 变 . 
变换 为 球 坐 标 ,计算 得 体积 


v= do] ol, 
sinzo |3 1 加 1 
=4( ?| ) jeosy|- ) = 二 . 


2 
〖【4110】 让 十 到 十 二 十 六 十 守 二 成 十 六 二 (x 守 0) (0 之 a 之 站). 


3cos” geosgstngsny 


产 cosydr 一 4 | cosgsingdg 上 sos psingdy 
全 全 


提示 变换 为 球 坐 标 , 则 区 域 V 为 0 委 p 委 2r， 


解 ” 变 换 为 球 坐 标 , 得 区 域 V 为 0<q27r， 


于 是 ,体积 为 V 一 | dz| dy| reosydr 一 2z 人 上: cosydy] (| dr) = 


在 下 列 各 题 中 最 好 利用 广义 球 坐标 ,yg, Ur 宇 0; 0<y<<27; 一 于 过 y 福 到 ) ,它们 由 以 下 公 


式 引 入 : 
Xx=arcos'pcosy, y=brsingpcosy, z=crsiny (a,b,c,a,8 为 常数 )， 
并 且 
DCD- afaber’ cos ‘psin’ ‘geos® wsin ‘yr 


求 以 下 列 曲面 为 界 的 物体 的 体积 : 


【4111]】 (三 | 到 十 三 
z=crsing, 贝 则 区 域 的 二 二 部 分 (第 一 卦 限 内 ) 为 


解 今 r 一 arcosgcosy, y 一 brsingcosy, x 


3 
0<g<， 0<y<， 0<rSA/ Feosgeosy - 


abcr: cosydr= 4 (| soseay) (上 


到 - 


COS? ‘ydy ) = 


于 是 ,体积 为 V = 


[4112] (所 + 攻 
= 一 crsiny, 并 利用 对 称 性 , 即 得 体积 


解 令 r+ 二 arcosgcosy, y==brsingcosy, zx 
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雪 玉 co ， [至 2 
V = dp ay| abcr cosydr=8， | cos' ydy = ee . 卫 . 荆 . 工 一 了 abc. 


2 3 


2 2 


“2 2 2 
【4113】 过 十 所 十 所 一 1, 夸 十 淮 = 之 . 
a b a 


解 


从 
~ 


a BF ec 


Xz 一 urcosg，y 一 brsing, zx 一 z, 则 7 满足 方程 r' 十 ”一 1 一 0. 解 得 上/ 办 二 1 .于 是 ,体积 为 


2 V2 eV VA 
VS= | dp| abrdr | ， dz=—2rabe | ~ r(Vl—r —r)dr 
0 or a 


0 


2rabe| L (1 2 el 5 Snabe(3—V5) 
3 , 这 . 


2 2 4 
【4114】 让 十 各 二 训 ==1. 


解 


V 


全 
< 


2r 1 cm2) 1 3 
| dp| abrar | 1 dz—4rabe | rG1 一 情诗 dr 一 4rabc| 一 二 CGI 一 | 
0 0 er 9 5 


Z 一 drcosg，y 一 brsinp，z 一 z, 则 得 体积 


1 
本 1 


一 Erabe. 


0 


[4115] (到 十 半 ) 十 二 一 1 


Cc 


解 题 思 路 ” 作 变 量 代 换 r=arcosgcost y, y=brsingcost y, z=crsint y, 


则 有 | 中 | 一 二 abcrsin gy, 且 V 的 语 部 分 (第 一 圭 限 内 ) 为 0<y 忆 于 ,0<Y< 了 于 ,0<r<1, 并 利用 3856 是 


2 
的 结果 及 延 拓 公式 . 
解 令 xr=arcosgcost J, y=brsingcos? prz= crsind 几 则 有 11| = 二 aber sin 3y 且 襄 区域 V( 第 一 卦 
限 内 ) 为 
0 和 9 县 二 ， 0CJEF, OSrel 
于 是 ,体积 为 
V = 上 dz 上 dy| 方 aber sin $ydr— Snabe 机 sin - 支 Vdy 一 3 xabc 。 3 B( 3 ， 4 )” 
2 ED) au TD) Tau) 
"Dr 
= Lave /Er (1 ). 
x ) 利用 3856 题 的 结果 . 
x x ) 利用 延 拓 公 式 :T(X)T(1 一 x) 二 一 


sinr 


利用 适当 的 变 置 代 换 ,计算 以 下 列 曲 面 为 界 的 物体 的 体积 (假定 参数 是 正 的 ) : 


【4116】 (二 十 立 十 三 ) 一 天 十 之 (z>0,y>>0,z>0)， 


h k 


解 题 思 路 作 变 量 代 换 x 一 arcosi pcos:y， y= 二 brsin:wcos:y， zx 二 crsin’:y, 
peos y pcos yy y 
则 有 |I1| 二 4abcr?cosgpsingcos’ ysing, 且 区 域 V 为 


og ， 0<y 生 二 ， 0 委 r 委 ( cos 9 十 Lsin'g) cos:y, 


并 利用 3856 题 的 结果 . 


解 
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令 


X=arcos’ geos’ y, y=brsin’ pcos y,z=crsin'y, 则 有 |1| 二 4abcr? cosgsingcos’ ysiny, 且 区 域 Y 为 


Op 入 玉 ， 0 甩 y 委 六. 0 委 r 委 ( cos' gt sin'y) cos 由 


于 是 .体积 为 


到 a (Feo ep ksinig ) cos2w ， ， 
V= | dy | ay| dabcr’ cospsinpcos ysingdr 
1 0 0 


) 


区 


至 3 
= abe | - cosgsing ( 上 cosig 十 全 sim 9?) dp | ”cos? ysingdy 
全 


3 h o 
屯 3 三 3 加 2 三 上 2 至 
一 5 人 [ fy cos gsingdg 十 上 cosgsin’ pdg+3: 0 | cos psin pdp 十 3。 2 | cos psin’ rd 


2 ,/0 pb ap 1 ,a 1 1 ,/a b a pb 
Sa (Br + BR +3 有 去) 65026 (大 十 让 )( 知 + 让) 


x*) 利用 3856 题 的 结果 . 


bd 1 
【4117】 《二 十 学 十 三 ) 一 2 (z>0,y>0,z>0)， 


提示 仿 4116 题 的 解法 . 
解 邻 Xx==arcos gcos’ yy 一 prsinm pcos yz 一 crsim 内, 则 有 | 了 | 一 4apc 关 cospsinpcos ysiny, 且 区 域 V 为 


0 过 9 秋子 ， 0 和 y 委 广 ，0 委 r 委 cos:psinz pcos ysin’ y,. 


于 是 .体积 
到 到 cos2 psin? geos! ysn2y . 。 4 至 本 至 。  - 
V =1abe | dp| ay| cosgsingeos' ysingdr= abe | cos psin rdp| cos gsin’ ydy 
中 分 0 n a 
_4 pe 1 T(DYT(4) ,1 TC(8)TCA4)"’”_ 1 pb 3! 31,.7!3!_ aepc 
3 2 rT) 2 TO2) 3 7 I! 554400° 


x) 利用 3856 题 的 结果 . 


[4118】 (三 十 之 ) +( ) =1 (rz>ovy>ovz>o). 


解 题 思路 作 变 量 代 摘 一 arcoszpcosbg， yy 一 prsim pcosW， > 一 crsiny， 
则 有 11| 二 2abcr cosgpsingcosy, 且 区 域 V 为 


2 
解 ” 邻 =arcos: gcosy,y 二 brsin’ gcosy,z 一 crsing, 则 有 |1| 二 2abcr?cosgsingcosy, 且 区 域 V 为 
0<gEF, OpEF, 0SrEl. 
于 是 .体积 为 


nt 


工 


和 1 和 
V =2abe 上 dp | | dy| rcosgsingcosygdr = abe | cospsinpdo | cosgdy = abe. 
0 得 0 6 


2(7 Ty ) ,ry=a ,ry=24a ,r=2y.27r=y (xr>0,y>0). 


【4119】 z=x 二 Ty ,zx 
解 题 思路 作 变 量 代 换 zx 一 &(z 十 只)，7ry 一 wz 一 yo 则 


I 二 Vvuw, y= 工 ， z=u (vt ) 及 11 = 地 十 =， 
Te ww 2 Tr 
且 区 域 V 为 1<u<2，4 <v<24， 方 和 <w<2. 


解 邻 z 二 u(x 十 y) ,Xxy 王 VX 二 yw; 则 


变换 的 雅 可 比 行列 式 为 
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ey Vi 
2Vv 2Vw 
vO vy 
I 二 0 1 Vv -一 (六 + )， 
2 wz 2 Vr 
) ,1 也 
vw 十 u (w ) uv ) 
而 区 域 V 为 luR2， v2a’, <w<2. 


于 是 ,体积 为 


[4120}” x 二 Tz :=a,ri+z = ,ry —z—0 (r>0). 
解 ” 令 z=rcosp，y 一 yz 一 rsinp, 则 区 域 V 为 


a<r 委 0)， 人 ge 人 ， r Vcos2p 委 y 窒 rr Veos2y. 


于 是 ,体积 为 
站 工 rvrosag 开 亚 
VY 一 [ rdr 加 dp 上 dy 一 子 ( 久 一 中 ) 上 V cos28 dg— 地 (一 a') 上 Wecosp dp 
3 5 
1 3 了 
3 ) 好 r( 互 ) 3 a 元 4 本 
4 


x) 利用 3856 题 的 结果 . 


x *) 利用 延 拓 公式 有 r( 二 ) TCO ) 2x. 


CS 2 
pi 
x 二 yy 


【4121】 (Cx 二 十 2 二 


解 ” 采 用 球 坐 标 x+ 二 rcosgcosy，y 二 rsingcosy， xz 三 rsing, 则 区 域 V 的 六 部 分 (第 一 卦 限 内 ) 为 


国 


于 是 ,体积 为 V-8 | dp| ag veosgdr= 和 于 | singay= 和 3 


0 0 


2 


?2 2 之 所 十 迷 二 王 
一 “ec Bo, 


[4122] (下 + 六 上 乞 
[2 Cc 


h 


解 令 工 = 二 arcosgcosy,y 王 brsingcosy,z 二 crsing, 则 区 域 V 的 地 部 分 (第 一 卦 限 内 ) 为 


工 
0 和 yp 入 本 ， 0<y<7， Or ( Esinge ™ ‘) ? 
这 是 由 于 x 之 0. 故 区 域 V 在 Oxy 平面 的 上 方 . 
于 是 ,体积 
2 1 
工 开 Esinge sin 4 )3 2 四 
V = 人 | dp ay| ; aber? cosygdr = 4 。 。 上 singcosge— dy 
nabe sy 至 xabc’ i 
3h ee ,一 3 (1 一 e ). 
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3 


【4123】 4 a 二 之 arcsin ( 工 十 之 十 三 )， 二 十 之 一 1,xz 一 0,7z 一 w。 
nT a b a pb 


了 十 之 了 二 
a tse 


解 题 思路 ” 作 变 量 代 换 ”二 =w, 二 十 郑 =v, 二 十 闻 十 二 二 w， 
a a o p c 


a 


则 有 | 了 | 一 cpc (六 一 , 且 区 域 7 为 0 和 甩 xx 委 1. 一 1 雯 ww 所 1， 2 arcsinw< wl. 
yy 之 工 


解 令 4 二 二 ,v= 之 十 之 ,w= 二 之 -站 三 , 则 
a a b a b Cc 

工 0 0 
a 

Dlusvw) | 1 1 0 | = 1 

D(zr.yv,z) a pb abc 
1 1 1 
a b ( 

且 区 域 V 变 为 0 委 x 魏 1， 人 parcsinw< v1. 一 Iwl, 


nt 


于 是 , 诺 夺 汪 台 一 abe, 且 体积 为 
& Ut) 


1 1 1 1 2 . 2apc f! . 2 
V=abc| du dr | ， dz 一 2apc 1 一 一 rarcsinze |dz = 2ubc— arcsinwd( wr" ) 
0 -1 f Tn n 8 


warcsinw 
x 


1 1 ~ 
=abet 2 | ul wr ) dw=abe+ “| 六 C0) di=abc+ seB( > 。 了 )= 3 apbe. 
Tn JJ RR Jo 元 2 2 2 
二 
【4124】 二 十 之 十 三 一 In 一 ,z=0,z 一 0, 之 十 三 =0, 二 十 之 十 三 一 ] 
a vb C 区 y p pb c 
工 十 之 
a pb 
提示 仿 4123 题 的 解法 . 
从 并 _ 工 yy Dlu.wvw) 1 
解 令 " C a 十 已 ‘wa bb ' 则 DOzrvyvz) abc” 


且 区 域 V 变 为 
0RQUuRw, we "QVCw, 0CwSl. 


a DETry2) .pe 中 
于 是 ,em vi aac, 且 体积 


! me ， 罗 /1 /1l_1 
v=abe | dw | du | _ du=abe | (一 Me ydw=abe( 3 2 十 5e =5obe( 一 本 小 


1 
0 WE 0 


【4125】 曲面 十 十 az 一 4a? 将 球 式 十 y 十 xz 二 4az 分 成 两 部 分 , 求 这 两 部 分 的 体积 之 比 . 
解 ”曲面 栋 十 十 uaz 二 4a 与 球面 x 十 y 十 (z 一 24)* 二 144 的 交 线 为 圆周 

十 二 3a: 

[i 


且 有 公共 的 项 点 (0,0,4a). 球 内 位 于 曲面 xz? 十 y 十 az 二 4a* 下 方 部 分 的 体积 


a 人 ta 1 a la 
Vi= | dz | dzdy 十 | dz | dxzdy 一 | nl(daz—z*)dz 二 | nr(da’ —az)dz 
2 2 a uy 2 | n a 


ya 


一 2rc3 一 村 xu 十 12xa’ 一 ra 一 ne, 
从 而 , 另 一 部 分 的 体积 Vi= x(2a) na ra, 


【4126】 求 以 曲面 妇 十 站 二 az，z 一 2 一 V 了 十 多 (Ce>0) 为 界 的 物体 的 体积 和 表面 积 . 
人 


解 两 曲面 的 交 线 为 圆周 


之 一 Q， 


又 曲面 z 一 24 一 V 丈 干 闻 的 顶点 为 (0,0,2a). 于 是 ,体积 为 


a 2a a 2a 3 3 3 
V= | dz J dzdy 十 | dz | dzrdy 一 | nazdz 十 | nl(2a z)* dz— } 一 2 . 
0 a 日 a 
2 2 2 2 


Hy Suz T+ 2d) 


由 两 曲面 方程 分 别 可 得 


zx 27 oz 一 22， Vi | (2) | (2) = 1 ar Far ay; 


3 VT 9 Vit 
于 是 ,曲面 的 表面 积 为 


2x 
S 一 | Va Tir Ty dzdyt | Vzdzdy= | sp | 
[9 
2 2 2 


2 . 
Ty Sa 


1 
V1+4r ardr 十 V2ma2 
2 
一 全 (6V2 十 5V5 一 1). 


【4127】 求 以 平面 aix 十 Diy 十 cz 二 十 有 ， azXx 十 by y 十 cx 二 士 hs， asX 十 b3y 十 C3 一 土 ha， 
为 界 的 平行 六 面体 的 体积 , 设 


a b cc 
4 一 la b: cc | 天 0 
as bs cs 


解 题 思路 作 变 量 代 换 
airttbiytez—=u, dadasrtbsytcz—=v, iT 十 Dy 十 cz 一 记 ， 


则 有 | 了 | 二 TAT' 且 区 域 V 为 一 hu 人 hi ,一 hy 人 vy ,一 hh 人 wh 


解 令 az 十 站 y 十 clz 一 &， QsXx 二 byy 十 czz 二 Vv， asX 二 byy 二 cz=w, 


站 (ur D(r,y,z) 1 
贝 一 Ay 
则 有 万 (zy 4A. 于 是 eo) 六 体积 为 
fa hy hs 1 _ 8hi hs hs 
Y 加 由 | wo TAT Tal 


[4128】 求 以 曲面 Gaizr 二 by 二 ez) 十 (az XI 十 bay 十 czz) ?十 (as7r 十 byy 十 cz) :二 有 
为 界 的 物体 的 体积 , 设 
Cl Ob a 
4 一 ja bb cz | 天 0. 
as bs cs 
提示 仿 4127 题 的 解法 . 
解 今 az 二 by 十 cz 二 uu， asx 二 bytez—=v, as 十 by 十 csz 一 也， 


D(u,v, Tw) D(x,y,z) __1 
刚 有 二 2 
则 有 cy: 友 4A. 于 是 ,ew) 六 ' 且 体积 为 
_ 1 _ 4xh? 
V Ey dudvdrw 31aT 
Wt 
2 2 n 2n 2 2 
es Ty jz” zz/ y 
[4129】 求 以 曲面 (至 + 的 ) 区 一 下 (所 + 各) (n>1) 


为 界 的 物体 的 体积 . 


解 ” 令 ==arcosgpcosy， y= 二 brsingccsy,， zx 二 crsing, 则 有 |1| 二 abcrcosy; 且 区 域 V 的 二 为 
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2n 一 4 


3 = 
gE，0<YySE， < 症 ，2os 禾 
0 gE 2 0< YE: 2 0<:r 生 : 天 cos™y sin"y 


于 是 ,体积 为 
Ve 各 于 让 Pcoswdr=2 2 [3 singcos™ ’y 
一 4 ， dp ， dy | ¢ apc cospdr 一 Tc ， cos™p tsin™g 
_2 pe? [ jsdf 1 Lp [| 1 id(l—£) 
Bh ,rmt 3h™ 0 4 十 (1 一 如 ) 
1 
Lp (1 一 zi)" dr_ 1 pe 『 Ga 
3h™ so (1—x)"+zx"” 3h™ + (2 ) 
1— 
1 2 dt "1 2 nt ”x apbe’ 
3h "be | 1+r 3h "be 一 h 
nsin 一 3nsin 一 


* ) 作 代 换 1 二 了 二 
本 


x ) 利用 3851 题 的 结果 . 
【4130】 一 物体 位 于 正 卦 限 Oryz (z>0,y>0,z>0), 并 以 曲面 


np 
记 十 总 十 让 一 1 (m>0,n>0,p>0) ,r=0,y=0,z=0 
为 界 , 求 其 体积 . 
提示 作 变 量 代 换 二 ur Cos 六 cosz ,y=bre sins Cos ,z= eri sing , 则 有 
9 多 9 y y 


Babc 2.2.2- 2 2 2 .2 
一 np Cosm gsinn pcosm sinp 'y. 


rm 
mnp 
解 令 
2 2 2 2 .2 2 2 .2 
T=armcosmgpcosmgy, y=bra sinnpcosny, 2z 一 crp sinpy, 
则 
D(x,y'2)_ 8abc 2_2_2.) 2 1 ,21 2 
Dr,p py mnp”” n pp COs™m Psin» Peosm «= Ysinp 办 
于 是 ,体积 为 
= Oss ! sin3 -ed , 二 本 jay f 2 1gy 
mnp Jo Os” Sin 9 SOSm VSine y rm np 
8abc 1 ] 1 1 1 1 1 1 2 
一 B( ) :二 B( 一 二 一 ,一 ) 
mnp 2 m nn 2 m nn 24+24+2 
m n p 
1 1 1 1 1 
8abc ,1 .T 元 )( 云 ) 1 工 WT "(3) mnp 
mnp 2 r + ) 2 r( 工 + 工 + 工 ) 2(mntnpi+mp) 
n m 7 p 


abc 


x ) 利用 3856 题 的 结果 . 
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3 8. 三 重 积分 在 力学 上 的 应 用 
1” 物 体 的 质量 若 一 物体 占有 区 域 V,o 二 pCx,y;z) 为 它 在 点 (zx,y,z) 的 密度 , 则 该 物体 的 质量 等 于 
M= 二 eazdvaz. (1) 


2° 物体 的 质心 物体 的 质心 坐标 (zo ,yovzo) 按 下 列 公式 来 计算 
六 一 访 中 px dxzdydx， 


一 商用 pydzdydz， (2) 
Vv 


Zo 一 方 由 pzdrdydz. 
车 物体 是 均匀 的 , 则 在 公式 (1) 和 (2) 中 可 令 p 二 1. 
3” 转 动 惯 量 积分 
了 一 | es?axdyaz, 了 一 下 ez*azayaz， T .一 | py: azrdyaz, 
分 别称 为 物体 对 坐标 平面 的 转动 惯量 . 
积分 T= 下 orazayaz 
(其 中 > 为 物体 各 点 (zy,z) 与 轴 /的 距离 ) 称 为 物体 对 于 某 轴 /! 的 转动 惯量 . 特别 是 ,对 于 坐标 轴 Ozx,Oy， 


Oz 分 别 有 
LL=IstIs, b=h+ls, l=l,+l,. 


积 乡 n= | oz ty +e)drdyde 
V 
显然 有 了 一 1 十 Te 十 二. 
4 引力 势 ” 积 


&CX，yZ) 一 ecesnt < d 
V 


称 为 物体 在 点 PCx,y,z) 的 牛顿 引力 势 . 式 中 VV 为 物体 所 占 区 域 ,p 一 pt&,7w, 外 为 物体 的 密度 , 且 
r= W(E 一 7 十 (7 一 y 六 十 (一 z) ). 
质量 为 m 的 质点 吸引 物体 的 力 在 坐标 轴 Oz ,Oy,Oz 上 的 投影 X,Y ,Z 分 别 等 于 
XX 二 cm =em Ne 所 dedydt， 立 一 cz = 由 人 dtdyd5， Z=cm =cm 中 dedydf， 
其 中 上 为 引力 常量 . 


【4131]】 设 物 体 在 点 M(xzx,y,z) 的 密度 由 公式 Pp 三 XZ 十 y 十 zz 给 出 , 求 占 有 单位 体积 0 委 x 委 ] 0 和 3? 委 1 9 
0 委 z 委 1 之 物体 的 质量 . 


解 质量 以 M 表示 , 则 按 题 设 有 M= | dz | dy (x+y 十 x)dz 一 子 . 


【4132】 若 物体 的 密度 按 规 律 p= 二 ose“ 1 “(其 中 po 之 0 及 &>0 为 常数 ) 而 变化 , 求 占有 无 限 区 


域 式 十 十 zx 之 1 的 物体 的 质量 . 
解 ” 若 令 zx 一 rcospcosy,y 一 rsinpcosbz 一 rsiny%, 则 质量 为 
/ 2 2 到 +oe 十 oo 
一 ji pe te dzdydz 一 | dp ay| rioe “cospdr= 4npo | rie “dr 
0 至 1 1 


| 
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一 dro | de 一 一 人 ee 对 


1 k i 上 让 


十 ec + 
pordr -tspme (二 + 名 + 名 
| dr tme (去 十 友 十 吉 )， 


求 以 下 列 曲面 为 界 的 均匀 物体 的 质心 坐标 ; 


Xx 
pa 7» 之 一 〔。 
C2 C2 


pb 
提示 作 变 量 代 换 工 一 arcosp，y 一 prsinp，z 一 2 
解 ” 若 令 zx 一 arcosp，y 一 prsinp，z 一 zx, 则 质量 为 


‘ 2 < _ nabc 
M=ab|. dz | dp| rdr 一 到 和 


【4133】 


设 质心 坐标 为 xo ,yo ,zo ,由 对 称 性 知 zo 二 yo 二 0, 而 


< 2r 三 2 . 
= 牧 | zdz | dp|， dy 一 3 。xcpc 一 3c 
0 站 Q 


RM nabe 4 4 
、 3 

于 是 ,质心 为 点 (0,0, 尝 ). 

【4134〗 z=x: 十 y, Xx 十 y 二 4a, Xx 二 0, y 二 0, z 二 0. 

a 一 工 T+ 1 

解 ”物体 的 质量 为 M= [arf dy | dea. 

~、 1 f a 2 6 a a 
质心 的 横 坐 标 为 = 立 | zdr| dy | dz= -于 = 所. 


同 理 可 求 得 yn 一 低 , 而 


+ | re ee £8npo | 


{4135] z=2pz, y =2pr, x ,2 0. 


t 
解 “物体 的 质量 为 M= | dz| 
质心 的 坐标 为 


导 . 
< 
~ 
>” 
[= 
& 

ll 
< 站 
一 一 
= ob 

SS 

生 

辐 

| 
CD 
Si 


— V2pr 


2 
_l[ [全 千 ，_p ,28_7 = 二 | [ 
Xo 十 |. xdzx _ re dy , z 一 和 7 页 18P: »%—M |], dx 本 
1 [全 Ma 区 _p 28 7 
= = 十 | dz| od | zd = #04 p176 


| 2 2 2 
【4136】 专 十 污 十 夺 =1, x 之 0,y 之 0,z 之 0. 
a p C 


提示 作 变 量 代 换 工 一 arcospcosy，y 一 brsinpcosy,z 一 crsinW, 并 利用 对 称 性 . 


解 若 令 X=arcospcosy, y=brsingcosy,z—= crsiny, 
开 A 1 
则 质量 为 M= | dp 上 | ay| abcr? cosydr 一 二 zxabc. 
[0 0 0 
于 是 ， 


14 。 
15 工 )dz 
< 

ydy J dz 一 0 
0 


zz 五 1 区 三 1 
To 一 广 上 dp | “dy | abcr’ cosy * arcosgpcosgdr= 霹 上 cosopdp 上 cosz ydy 上 a ber’ dr 


0 
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1 czpc。 6 =30. 


16™ nabc 8 


利用 对 称 性 知 ,质心 的 坐标 为 mo 一刀 asg 


[L4137】 x 二 z=a’, yz =a(z>0). 


上 a a 可 Va da > 2 _8a 
解 ” 物 体 的 质量 M= dz 和 dy 5 dz 一 4 (a — xz )dz=—. 


] fa WV Va 
于 是 ， i dz = dy 7 Xd7r=0 
0 Va 2 
1 fe uz gd a? 3 3 
同 理 可 得 y。 一 0 ,而 2 M | de| Pe dy | a dr=a ， Ba go 


于 是 ,质心 的 坐标 为 一 一 0， 二 总 a. 


[4138】 二 y=2z. XI 十 y 二 zz. 
解 由 并 十 二 2z, x 十 y 二 xz 所 围 成 的 区 域 在 平面 -二 0 上 的 投影 为 圆 (x 一 1)* 十 (y 一 1)* 一 2. 


若 引 用 代 换 XT 三 1] 十 rcos0, y 二 1 十 rsin6， 
2n V2 一 r(cos8B+ sing) V2 2 
则 质 基 为 M= | do| rdr| 2 dz=2x | (1 一 一 )rdr 一 工 ， 
0 0 l—r(cosgt sing} + 了 0 2 
于 是 ， 


1 fe 1 V2 d 2 + 7r( cos sing) Ca 二 1 1 [ 2x d V3 ‘(1 rr )a ] x 
一齐 | of r -| gp rcos0) dz 一 ry «+ | cos0 of r 本 /dr -M1 


同 理 可 得 ys 二 1, 而 


] fzr VE 2 -fcesB: sing) 1 fx VE 
En = 证 | dg| rar | 2 zdz= 去 | do| [3+ Csingt cos) (2r—r ) 一 方 一 一 天 "rar 


0 1+rt cospt sing) ， 所 ) 


,lor 5 


刁 


于 是 ,质心 的 举 标 为 zo 一 一 1, zx, 一 池 . 


[4139] (到 二 部 二 去 ) 一 2 (xr>0,y>0,2>0). 


解 ” 作 代 换 r= 二 arcosgcosy， ?一 rsingeosy， 之 三 crsing, 则 物体 的 质量 为 


亚 王 Losgsingcos 2 ysing 至 , 至 3 
AM 一 | dp 上 dy 上 由 abcr? cosydr 一 二 abc 上 cos psin’ gdp 上 cos ysin ydy 


1 .1 .1 _1 .TOOTOO) ,TODT(2) _ abe 
= abe 2 B(2.2) 2 B(4,2) 52 FD Te 1440: 
于 是 ， 
各 cosgsingeos? wsiny ?be [至 到 四 
zy we dp 上 | dy 上 | rcos’ * Jcosgdr = | cosi psin rap| cosn ysin' ydy 
5 11 5 
_abc, 1 B(3, 研 )B( 卫 三 )-ebe . 1 ,TOT r(z) . r(z)r(z) 
4M 4 ”2 2 ”2 4M 1 ( 卫 ) rT(8) 
I\ 3 
1l8a’bcx .1440 _ 9x 
16。16。71 abc 448 
_ 9x _ 9x _ 9x 
由 对 称 性 知 , 质 质心 的 坐标 为 Xo dU», Yo b, zo 7 Cc. 


[4140】 z=x 二 Ty ,z (好 十 内) 十 y 一 十 1,z 一 y 一 土 1. 


解 ” 作 代 换 :7 一 y 二 xu, x 十 y 王 v, 则 有 
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utv _v—u 二 vw 十 让 


r 3) pi 1 及 z= 2 ， 
2 2 2 2 
且 111= 方 及 区 域 V 为 :一 1<u<1, 一 1<v<1,4 了 <z< 和 .于 是 ， 


Ln 
= 页 | de) ,do ar (de=0, 
| | de) Gu ta tw)d 
之 2AM 1 u ) 也 M _ u -| u uv vO UU 
-3_[ ‘2 
一 避 厅 | (2 全 十 


i 、 加 7 
于 是 ,质心 的 坐标 为 Yo 一 一 0， 2 7I0， 


nn 


【4141】 二 -十 > 上 1,z 一 0,y 一 0,z 一 0 (n>0,.xr>0,y>0,z>0). 


a bn 四 
解 ” 作 代 换 r=arcos* pcos*y, y=brsinr gcos*y,z—=crsinty, 
则 有 11 二 二 aber sin? 1 pcos 1 gcos* 1 gsin# 1y. 于 是 ， 
至 也 1 1 
M 一 二 abc | dp| dy| risint lgcos* -1gpcosy 1ysint -ydr 
0 0 0 
1 
(元 ) 
4 1 1 1 1 1 2 1 \y_ab, 了 
Ra 3 ZB( 志 "万 ) 2B( 寺 ' 友 ) 372 r( 二 ) 
nn 
于 是 .质心 的 坐标 为 
元 = 工 。 4 pe i i res cos< risin® lpgcos* 19cost ysins yd 
Ty M A ， 9 ， y , ”PCOs y n PCOSn JPCOS 人 加 r 
2 到 , 和 ， 
一 证 ， 和 多 上 sin* -1gpcosy podp 上 cosy ! gsin™ ydy 
2 1] 2 
= .eb .lp( 二 ) .8B(3 L 1 be (nr) 
AT 7 2 7 ”及 2 7 ”六 M dr 4 
r (二) 
n 
3 /1 2 2 3 
37° (三 ) abc., (Tr ") 3 Fr()rtr) 
cpc 31 1 dn 4 4 1 4 ” 
(二 ) (去 ) T( 元 )rCT) 
同 理 可 求 得 


~ 。 p, zo . 
rr ar 


7 
【4142】 求 形状 为 立方 体 0 委 z 委 1,0 委 > 委 1,0 
度 等 于 


人 


其 中 0 之 a 之 1.0<<B8<1,0<yY<1. 
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解 ”物体 的 质量 为 


1 ， 1 ; 1 » 。 1 _ 1 
M=| .dz | wtay | zi i dz 一 QT 二 .1 YT 
四 n v a 0 B YY 0 
SOUP 
aBYy 
于 是 ,质心 的 坐标 为 
| 2-， | 人 | 3 > aBY UBUD 
人 六 | Te dr)| ydy)], < d= TB! 0) BY 


同 理 可 求 得 y=8. z=. 
求 以 下 列 曲面 ( 参 变 量 是 正 的 ) 为 界 的 均匀 物体 对 于 坐标 平面 的 转动 惯量 : 


r 
| 


{4143】 二 1 > -| 二 一] 0,y=0,z=0. 
- - 


pb 
解 7.=| dr a] d= 后 | dr| (三 -) dy 
香 | (六 字 ) 和- 息 (六) - 禾 
利用 对 称 性 可 得 1 


2 2 2 
【4144】 石 十 一 十 所 一 1. 
a” po C 


提示 ” 作 代 换 x 二 arcosgcosy，y 一 brsingcosy,z 一 crsiny, 并 利用 对 称 性 . 
解 ” 若 令 x 二 arcosgcosy，y 王 brsingcosy,z 二 crsiny, 则 有 


2x 工 1 3 f2n 互 到 
1,, =abe’ | dp 上 | ay| ri cosygsin’ gr 一 全 | dp 上 cosysin’ yay 一 生生 2xsin’ yl 一 在 rabc. 
0 -至 0 0 至 一 至 
利用 对 称 性 可 得 一 车 xasp， 1 一 让 ab 


2 2 


【4145】 让 十 汐 = 乞 ,z= 


e 


全 
ys 
四 


解 ” 若 令 r+=arcosp， y= 二 brsing, 则 有 
了 一 | dp| abrdr | <*dz 一 证 rabe’， 


ar 1 4 2x 
了 一 | dp| abrdr | Carcosg)’ de—asbe | cos? pdp|. (1—nri sdr— ne 3 pc. 
站 n or vo 


20 
2 1 
利用 对 称 性 可 得 了 = a0rab ec. 
rx 到 | 之 2 zx? y I 
【4146】 巨 十 所 十 所 一 1, 互 二 和 = 区 


解 ” 若 令 f= 二 arcosgp，y 二 brsing, 则 得 区 域 V 为 
了 0 委 r 委 cosp， 一 c Vl-—r <<zec Vl—r. 


-p< 


于 是 ， 


i= dp 上 | orar | rr de 上 dp| (1—r)zrdr 
亚 0 


= 地 abe |, [1 一 (sine gp) Jdp= 1 Tabe 上 (1 一 simo)dp 


了 coss 2 十 Cos 7) 


一 A ape (9 十 cosp— 3 
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2 


1 = d 全 brdr [和 守 zd pe [3 cos 
一 2|， abr -| arcosp) xz 一 2a |, cos vdp | 


cosg 


VI—r ridr 


0 


工 区 于 0 
2 2 - 2 . . : 
= 2a’ he cos’ gdgp | sint | sintcos’ 1dt = 2a’ bc cos’g | sint | sintcos’ tdr 
一 世 y EE ; 
2 2 


xn 


十 二 | sint| sintcos’ | dgp=2a’bc 上 | 证 + | | sint | sintcos’ sar| cos’ gdp 
n 一 至 ¢ 


0 0 亚 0 
一 2 ‘| 工 十 | 一 | sin? tcos’? ed] cos’ pdop 十 [ (Ff sin2 tcos’ tdi ) cos’ ag| 


F 


oar) Tt /1.， _l1.., 2 和 /1 1 .， 2 
~—24a cd 吕 + | (sin 9 sin’g)eos pdgt [ (sin a 本 simgjcos cde 


Tt 92 ) 2a3pc 
15 1575 1575 


(105r 一 92)， 


2 cosg 


了 casg eV lr . >» 3 立 3 
T= | dp| abrdr | re (brsing) dz—= 2ab | .dg [ V1—r risin:gdr 
2 ‘ " 2 


互 
2 


各 到 。 ， 
=2ab’e 上 。 sin’ pdp | ~ |sint| sintcos’ tdt= 2abic | | 于 十 | | sinz | sintcos’ dt) sin gdp 
3 ¥ 2 F 


一 zurd| 二 十 | (二 sin 9 一 本 sing) sinz pdp 十 上 (二 sin 9 一 本 simg) sin’: gdg 


一 2apc( 藻 Te ) 2ab ¢ C105x 272). 
【4147】 于 十 办 =2 三， 字 十 产 一 本 
解 ”两 曲面 在 Ory 平面 上 的 投影 为 七 十 范 一 2 三 一 2 六 ==0, 即 ( 宇 一 1) 十 (之 一 1) 一 2. 若 令 
区 一 1 十 rcosg， 蕊 一 1 十 rsing， 


则 得 区 域 V 为 


2 
0 委 p 委 2r， 0 委 r 和 vV2， c| 1 十 互 十 r(cosp+sinp) |<z<c[2+ rcospt sing)]. 


2r V2 ci2+r(cosg. sing) 1 2x V2 . » . ,» 
了 一 | dp| abrdr | 2 2 dz 一 本 abc- | ap| rl 8 十 127r(cosp 十 Sinp) 十 6 六 (cosp 十 sinp) 
0 [0 0 站 


[1+ 生 +r(cosgtsing) ] 


(1+5 ) (1 二 ) reeospt sinp) =3( 1+ ) 7 (compt sing) |ar— 3 web 


2r V2 cri2+r(cosg tsing) | 2r V3 rr? 
Ly = | dp| abr(1 十 rcosp)sdr | 2 dz=azbc| dp| r(1+2rcosgtr eos p) (1—S )dr 
D 0 0 0 
4 
3 


c[1 二 全 十 r(cospising) 


一 一 Ca3pc. 
利用 对 称 性 得 玉 一 人 rarc 


求 以 下 列 曲面 为 界 的 均匀 物体 对 于 Oz 轴 的 转动 惯量 : 

【4148】 :一心 十 六 ，z 十 y 一 十 1，z y= 土 1, z 一 0. 

提示 ”注意 1 二 1 十 1 ,并 令 XI 十 y 二 4， X 一 y 王 vw 

解 曲面 所 界 的 均匀 物体 对 于 Oz 轴 的 转动 惯量 记 作 1, 则 1 二 了 十 Ts. 


ut+v _u—v 好 十 让 


3 一 人 2， xz 一 估 林 一 , 且 | 川 一 六 .于 是 ， 


若 令 zx 十 yy 一 xz 一 y 一 ww 则 有 >z 一 
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fi 1 3 1 u—vuy’ uvu\: _f 1 wtw) 14 
=| dx, 中 |. 2 人 2 ) +( 2 ) ja= | au), 8 do 一 本 
【4149】 x 十 yy 十 zx: 一 2, x 十 yy 一 z* (z>0). 


解 ” 若 令 z=rcosp,， y 一 rsing,; 则 有 0 委 9y 委 2r，0 委 rr 委 1，r 委 < 委 V2—r. 


2r 1 V 2 一 于 2x 1 2x 
是 =| do] ar] rda= | dp vd (2 十) 
0 vy r Le 0 0 


x _ 
=T5(4V2 5). 


x ) 作 代 换 > 一 V2sint. 

【4150】 求 质量 为 M 的 非 均 匀 球 体 x ?十 六 十 2 筷 R* 对 于 其 直径 的 转动 惯量 . 设 球 内 各 点 PCr,y,zx) 
的 密度 与 该 点 至 球 心 距 离 成 正比 . 

解 ”不 失 一 般 性 , 取 Oz 轴 在 球 内 的 一 段 作 为 直径 . 若 令 


X=rcosgpcosy, y=rsingcosy,z—=rsing, 


2m 至 R 
则 质 其 为 M= | dp| | rcosp* krdr=krxR’, 
站 过 他 
_M _ Mr 国 
由 此 得 全 Rr: 从 而 ,密度 p 一 Rr 于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
于 一 | dz ay| rcosiy RR cosydr Re( 国 cos yay| ( | r dr = 4MR. 
【4151】 证 明 等 式 : 了 一 了 十 Mo 


其 中 汪 为 物体 对 某 轴 ! 的 转动 惯量 ,1, 为 对 平行 于 ! 并 通过 物体 质心 的 轴 1。 的 转动 惯量 ,d 为 此 二 轴 之 间 
的 距离 及 AM 为 物体 的 质量 . 

证 取 质 心 为 坐标 原点 0,z 轴 与 4。 重合 ,/ 与 Oxy 平面 的 交点 为 
(5,70) ,如 图 8. 59 所 示 , 则 


了 一 ep +(y— 7 jodv 
Vv 


= etyoot cet) os-ar ps0-27 ype 0 


Vv Vv Vv 
由 于 质心 在 原点 , 故 Xo 二 yo 二 0, 即 
1 1 
一 由 Xpdv 一 0 及 yo = 中 yodv=0， 


图 8. 59 
并 且 M= 用 edv.f 一 如 十 六, 代入 (1) 式 ,最 后 得 


L=1, +Ma:. 
【4152】 证 明 ; 占 有 区 域 V 的 物体 对 过 其 质心 O(0,0,0) 并 与 坐标 轴 成 角 a,B.y 的 轴 / 的 转动 惯量 等 
于 : =1, cos*at 1, cos:fBi+ 1.cos:y—2K,,cosacosB— 2K,. cosBcosy— 2K., cosacosy， 
其 中 万, 为 物体 对 坐标 轴 的 转动 惯量 ,而 


K ,一 二 prydrdydz, K,= 下 przdrdydz, 天 .一 ji pyzdrdydz 
Vv VV 


为 惯性 积 . 
证 ”如 图 8. 60 所 示 . 距离 
, _ IOMx OM | 


A 
1OM | 
= 
r 
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2 


十 


2 


y 之 之 x 


2 
位 了 
十 
rcosa rcosB 


rcosB rcosy reosy rcosa 


其 中 r 一 |OM |. 由 于 cos*a 十 cos*B 十 cos: 7 二 1, 故 有 


d=(r ty )cos yt+(y tz )cosiat (zr )cos:B—27rycosacosB— 2yzcosBcosy— 2rzcosacosy. 
于 是 、 


1 一 十 Del » drdydz 
Vv 


=cos:y ie * (rx 十 y drdydz 二 cos: 中 ， (十 z* )dxrdydz 十 cos’Bll| (zx 二 Tz:)drdydz 
Vv 和 


让 


一 2cosacosp 由 prydrdydz—2cosBcosy ji pyzdzrdydz 一 2cosycosa 由 przdrdydz 


v v v 
=J,cos*at+ Tcos:B+l.cos’ 7y—2K,,cosacosB—2K,. coshcosy—2K., cosycosa. 
证 毕 . 
【4153】 求 密度 为 p, 的 均匀 圆柱 体 让 十 y 全 a .一 hz 全 hh 对 直线 x 一 y 一 z 的 转动 惯量 . 
提示 利用 4152 题 的 结果 . 


解 ” 直 线 + 二 y= 通过 圆柱 体 的 质心 O(0,0,0) 且 具有 方向 余弦 cosa 二 cosB 二 cosy 二 大 . 车 取 极 坐标 


1 
V3 


2r < h 
则 有 1, = | dp| rdr| pu (天 sim gz )dz= ( ; et 十 二 Te )e ， 


2 
3 
2x a h , , 1 2 ， 
了 =| dp 上 | rdr| ， po (7 COs’ p+ 过 )dz 一 人 5 nd! 内 3 na h )e， 


四 


25 a nh 2 a h 
I= | dz| dr | pr dz= xha' po 天。 = | dp| rar | por: cosgsingdz=0,， 
站 四 办 四 由 


0 


2 站 四 2x ot h 
K, = | dp| rar | ou rsinozdz 一 0， 玫 。 一 | ap| rdr | oorcosopzdz 一 0， 
on 上 由 全 nn —h 
于 是 .利用 4152 题 结果 即 得 
li =1,cosiat il,cos B+l.cos y—2K,,cosacosB— 2K,. cospcosy— 2K.,, cosacosy 


四 1 | 2 2 1 | 2 : | 加 2 2 四 
AC 


其 中 M 一 2xp.a* 有 hh 为 加 柱 体 的 质量 . 
[4154] 求 密度 为 p. .以 曲面 (ry 二 2) =a (ry) 
为 界 的 均匀 物体 对 坐标 原点 的 转动 惯量 . 


AT 


(十 3 ), 


解 ” 若 令 z= rcospcosy，y 一 rsinpcosy,z= 一 rsiny, 则 对 坐标 原点 的 转动 惯量 为 
2 互 cosg , Jo es 全 | a Sx a 
天 = | dp| dy| pr Jcosgdr— ee | cos' ydy— 。 国 = 荆 $e . 


x*) 利用 2282 题 的 结果 . 

【4155】 求 密度 为 mw 的 均匀 球体 十 了 十 终生 R’ 在 点 (x,y,z) 的 牛顿 引力 势 . 

提示 了 到 OE 轴 通 过 点 P(r,y.z). 即 易 获 解 . 

解 ” 由 对 称 性 显然 可 知 ,所 求 的 牛顿 引力 势 与 6.7,5 轴 取 的 方向 无 关 . 今 取 Og 轴 通 过 点 P(r,y,z), 即 
得 牛顿 引力 势 


| ded 加 ded 
2 yz) 一 Ll po 二 Ale 下 | 


OR -TER 


其 中 r= VT 十, 积分 之 ,得 
R 
KG yzZ) 一 2T00 | ， (V 民 一 2 的 十 天 一 | 一 | )d5. 


有 二 十 2rR， ->R, 


2 
. k . _ 1 3 
南下 |， VR at dR — |R—r|’) 

+R rR, 
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及 『 ra -人 r>R,， 
RR, /<R. 
二 xRap， r>R， 
因而 ,最 后 得 UK，ysZ) 一 
2rp (及 一 二 地)， rR. 
由 以 上 结果 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 : 
(1) 在 球 外 一 点 上 的 牛顿 引力 势 , 与 将 球 的 全 部 质量 集中 在 它 的 中 心 处 时 一 样 ; 
(2) 如 考察 一 个 内 半径 为 Ri 而 外 半径 为 R; 的 空心 球 , 则 它 在 位 于 其 空隙 处 的 一 点 (Cr<R) 上 的 牛顿 引 
力 势 可 表示 成 差 
— 2 1 2 2 1 2 一 2 2 
U(X YT) Eu Tr YZ) u(r yz) (BR: 3 )2npo (R 3 )2ne 2r(RR — Ri) po. 
它 与 上 无 关 , 故 空心 球体 在 其 空 孙 范 围 内 的 引力 势 保持 一 个 常数 值 . 
【4156】 求 球 壳 层 Ri 各 十 有 ”十 所 Ri 在 点 P(x,y,z) 的 牛顿 引力 势 . 设 密度 o= AR) ,其 中 /为 已 知 
函数 ,而 R= V 全 十 和 十 名 . 
提示 仿 4155 题 . 


2 一 中 人 二 


Rie ty + RS 
其 中 一 刀 十 并 十 圭 ， 
若 引 人 球 坐 标 , 即 得 


2 R22 2 d 加 cosydy 
uy) = | d 牛 d | 2 f (0p) cos 2 一 2 | "| ， (0) 
» 至 “ 局 Ce Ve tr —2orsiny " 有 ofp Vp tr ~—2prsing 


工 


dp=2x | fC0) | [lo 一 了 一 (oz )]}dp 
一 至 RI or 


R2 1 = 
=2x|. oo (一方 Vo Fr 2prsing ) 


| 


合并 之 ,最 后 得 a dr], fp min( 和 ,p)de. 
【4157】 求 密度 po 恒定 的 圆柱 体 名 十 有 ” 竺 a? < 在 点 PC(0,0,z) 的 牛顿 引力 势 . 
解 ” 若 引用 柱 坐 标 , 即 得 


u(r yz) = ja | | = | V7 Ty 
Vm), Yl) Te PV? 


二 2roo | [vat m2) 一 | 一 z|]d5 


dé 
0 


一 2 h 
et: SE 2 | 


o 


h—z+t+ Va t+ (hm z): | 

一 z 十 V 十 四 
【4158】 半径 为 尺 质 量 为 M 的 均匀 球体 大 十 有 ”十 必 声 R* 以 怎样 的 力 吸 引 质 量 为 m 的 质点 P(0,0,a)? 
解 引力 在 Oz 轴 和 Oy 轴 上 的 投影 为 零 , 即 关 =Y 二 0, 而 在 Oz 轴 上 的 投影 为 


rp | HV TT 十 z Va 二 xz: 一 [(h 一 z)|h—z| 十 z|z|] 十 a?ln 


(EZ—a)dédndr R déd 
Z =hpom — ddnde 一 tp | (ad -dy 
小 [人 十 7 十 (5 一 a)2] | En 由 [ee 了 CD ]3 
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了 


k | (一 ad | | ， rdr 2xk 上 ( )( ! ! ja 
Ro 一 区 一 一 
人 R 5 5 ,oF [上 (ra nkmpr _R ba |¢—al /R’ — 2atta’ 5 


= 2rkm | sgn(t—a)dt— 2rxkm | (Ct—ad 
站 上 ) 全 
机 Mp VR’—2atta 


其 中 oo 一 dx 
分 别 求 上 述 两 个 积分 : 
当 wu 伍 民 时 ， 上 sgn(t—a)dt= | dz 一 一 2R， 


3M 
4rRs 
上 


R a R 
当 a 过 R 时 ， | sen(t—adt—— | det | dt= —24a; 
-Rk - a 


而 
r (¢—a)d¢ 过 Ri ta 2at— (Rte) dr a dt 
1 一 一 一 Rua: R dt 
到 | VR +a —2at df 十 (人 a)|, RT Tar oat 
__1 了 及 :一 az [8 de 
二 一 下 二 a’ 一 2atdi 十 ， 
2a | “6 ga x VR Ta ar 
当 a 时 ,将 上 式 右 端 分 别 积 分 ,得 结果 


>RE 
3.2_ ,Ra/_ 1 一 -一 R 
ke Rta 2 ) "2 VR ta 于 |]| ， 


2_ 2 
本 [(a—R) 


Bj 
= [aR — (atR)’] = 2R; 
6a 3a- 


当 a<<R 时 ,积分 得 结果 


“二 


2 
[Ra) —(R+a)] ‘a 


本 


gzL(R a)’—(at+R)’] 


24 十 4 于 3 takmp = — Mm a. 


当 a 二 R 时, 则 Z=2rkmpoo Ri 


于 是 . 当 4 宇 R 时 , 则 Z=2rkmp, (—2 2 sm R’ —— 
a a 


从 以 上 结果 可 以 得 到 下 面 两 个 推论 : 

(1) 位 于 球 外 的 一 点 (a 宇 R) 因 球体 而 受到 的 引力 相当 于 将 球体 的 全 部 质量 M= $xR’'p, 集中 在 它 的 
中 心 处 时 受到 的 引力 ,引力 的 方向 朝向 球 心 ; 

(2) 对 于 在 球 里 面 的 一 点 (a 过 R) 来 说 ,引力 与 RR 无 关 , 其 大 小 与 R=a 时 的 情况 一 样 , 即 在 点 已 外 面 的 
球 过 部 分 对 PP 点 的 引力 为 零 . 

【4159】 求 密度 为 p. 的 均匀 圆柱 体 总 十 有 ”a ,0 委 和 5 六 对 单位 质量 质点 P(0,0,z) 的 引力 . 

解 ”由 对 称 性 知 , 引 力 在 Ox 轴 和 QOy 轴 上 的 投影 为 零 , 即 X= 一 Y=0. 若 引用 柱 坐 标 , 即 得 引力 在 Oz 轴 
上 的 投影 为 


一 )d5 加 2r a 站 ( 一 z)d 
Z 一 上 了 déd | (Lz . | | ar | 
Dette oo ot) 


Gi 


1 1 
=2xkp; [ "| 让 5 | 炳 -2mko[ 二 zi 一 Vat+(h—z):—|zx| 十 |h 一 x|]. 


当 0<<< 信 时 ,2Z>>0, 此 时 吸引 力 朝 着 向 上 的 铝 垂 线 ; 


当 也 <<< 有 时 ,Z<0, 此 时 吸引 力 朝 着 向 下 的 错 重 线 ; 


当 = 一 乞 时 ,Z 一 0, 引 力 为 零 
【4160】 求 密度 为 mw 的 均匀 球 锥 体 对 位 于 其 顶点 的 单位 质量 质点 的 引力 , 设 球面 半径 为 R, 而 轴 截 面 
的 扇形 的 角 等 于 2c 


解 ”由 对 称 性 知 , 引 力 在 Ox 轴 和 Oy 轴 上 的 投影 为 零 , 即 X=Y=0. 若 引用 球 坐 标 , 即 得 引力 在 Oz 轴 
上 的 投影 为 


Z= pu drdydz=kp, | dz| 


Rk 
i cosysingd | dr= kxRop sin’ a. 
Vv - 也 之 a 人 


ee ea 


3 9. 二 重 和 三 重 广义 积分 
1” 无 界 区 域 的 情形 ” 若 二 维 区 域 Q 是 无 界 的 ,函数 f(x,y) 在 区 域 0 上 连续 , 则 定义 : 


由 rerparday=im| rcesdrdy， (1) 
”人 


其 中 9, 是 可 求 积 有 界 封闭 区 域 , 并 且 它 们 组 成 只 的 任意 一 个 竭尽 递增 序列 “. 若 右 端的 极限 存在 且 与 序列 
2, 的 选择 无 关 , 则 相应 积分 称 为 收敛 的 ;否则 称 为 发 散 的 ， 
类 似 地 定义 出 连续 函数 在 无 界 三 维 区 域 上 的 三 重 广义 积分 . 
2” 不 连续 函数 的 情形 ” 若 函 数 f(xr,y) 在 有 界 封闭 区 域 Q 内 除了 点 P(a, 刀 而 外 处 处 是 连续 的 , 则 定义 : 
fer.wardy= im | flr,y)drdy, (2) 
其 中 U。 是 包含 点 P 的 以 e 为 直径 的 区 域 ,并 且 当 极限 存在 时 ,所 研究 的 积分 称 为 收敛 的 ;否则 称 为 发 散 的 . 
假定 在 点 Pla,5) 的 邻近 有 等 式 
fry) = 
其 中 消 数 g(x,y) 的 绝对 值 是 介 于 二 正 数 mw 和 MM 之 间 , 且 
r= VCz 一 上 十 (y 一 0) 7” ， 
则 1) 当 cc<2 时 ,积分 (2) 收 伍 ;2) 当 a 之 2 时 ,积分 (2) 发 散 . 
操 函 数 f(x,y) 有 不 连续 的 线 , 也 可 类 似 地 定义 出 广义 积分 (2). 
不 连续 函数 的 广义 积分 的 概念 易于 引伸 到 三 重 积分 的 情形 . 


研究 下 列 具 有 无 界 积分 域 的 广义 积分 的 收敛 性 (0 二 m 所 |g(x,y)| 志 M): 


【4161]】 | PLN) drdy， 


ry)? 
解 题 思路 “注意 到 广义 重 积 分 收效 必 绝对 收 冀 ， 
由 题 设 知 ,所 给 积分 与 积分 1 ee 同时 收效 或 同时 发 散 . 由 于 T3775 是 正 的 ， ,从 而 引用 


极 坐 标 , 即 可 知 所 给 积分 当 p>1 时 收 铸 ， 当 p 守 ] 时 发 散 . 


_ m |w(lx, 2)| 一 M 
< 5 ， 
解 由 于 (ey? (Cr 二 yy jr 


再 注意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝 对 收敛 , 即 知 积分 


] pry) 
| (大 十 到 7 dxdy 
> 上 


* 区 域 2 的 竭尽 递增 序列 是 指 这 样 的 序列 2; ,对 任意 正 整 数 有 0CPp-)， UD,= 
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rT 
兴 


分 下 由 dy 同时 收 全 或 同时 发 由 于 [二 六 7 是 正 的 , 故 引用 极 坐标 .得 


1 2 31 b>1, 
| ee 
2 2 


ty 


ry Rl 十 ce， pl. 
由 此 可 知 , 原 积分 J 1 和 各 zdrdy 当 p>1 时 收 合 ， 当 p 过 1 时 发 散 . 


2 S| 


tf dzdy 
[4162] | [ 


解 ”由 于 被 积 函数 是 正 的 ,并 且 关 于 Oz 轴 和 Oy 轴 都 对 称 , 故 


| | drdy =4[ | dzdy 一 4 三 dx | dx 
J (1 二 zl2)(01 十 |yl) Ju (1 二 zl 十 |y|) (, 1 )( o 1 十 六 


d 


i 十 x 


dr 有 限 数 ， p>1， 
因此 ， | =( pl. 
的 1 dy 加 有 限 数 ， 94 一 1， 
同 理 有 | 1 二 y (+. d 委 1. 


_ - f° drdy zx 以 > 
由 此 可 知 , | 二 二 于 157 克 仅 当 >>1 且 4>1 时 收 敏 ,其 他 情形 均 发 表 . 


1 pr,y) 
【41631 | fe 


) 


. , 加 ff dr 
由 于 lim xz 也 一 1, 故 积分 |。 和 5 当 >1 时 收 伍 ,p<1 时 发 散 ,1 时 显然 也 发 散 (| 一 二 co) 


解 仿 1161 题 ,可 知 积分 | 好 第 yy7 dzdy 与 积分 | CS 同时 收 全 或 同时 发 表 


妇 y 失 1 | 


由 于 被 积 函 数 是 正 的 , 故 


1 | 
Tety) od Trty) oT) QTrty)r’ 


Jy] 


由 于 , 当 0<y 魏 1 时 ,有 


| <|. dr 人 < sy 区 《“ 夺 p>0)， 
| | dT 二 了 三 一 >| a TF (车 p<0)， 
故 a] a GH 由 ee < 了 57 (p20), 
若 p< 过 0. 则 有 相反 的 不 等 式 . 
对 于 a 之 0, 由 于 im z=. 
故 积分 | 。 二 er 当 力 > 村 时 收敛 ,< 了 于 时 发 散 .实际 上 ,此 积分 当 户 一 于 时 也 发 散 ,因为 
全 = 一 In(z+ Va Ta)|, =+o. 
由 此 可 知 :积分 册 让 和 和 ,从 而 ,积分 J 本 和 yzdrdy 当 ，> 计时 收 仇 , 当 p< 冯 
时 发 散 . 
[4164] 4 _ (p>0.g>0). 


解 ”由 对 称 性 及 被 积 函数 的 非 负 性 ,有 
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1zl+131 之 1 


| dxzdy _ 中 dzdy 4 党 > _dzdy +4|| dzdy 
[zl? 二 |yl” a 2 十 六 如 


其 中 Di 一 { (zz 关 0y 芝 0z 十 yy21 寺 交 和 2 一人 (x,y) 1x 之 0,y 之 0,7 十 y 之 1, 十 y 之 2) , 令 


2, 一 | Cryy) iz0,y 这 0,x? 十 y' 之 21 ; 易 知 , 当 x0,y 之 0,x?* 十 YY 之 2 时 必 有 zx 十 y 宇 1( 因 车 x 十 y 过 1, 则 
必 有 0 二 x+ 达 1,0 筷 y 达 1, 从 而 ,0 声 xz? 之 1,0 太 yy 之 1, 这 就 会 得 出 x 十 之 2), 故 22; 二 0;. 由 于 0Q1 是 有 界 闭 
区 域 , 故 (1) 式 右 端 第 一 个 积分 为 常 义 积分 ,因此 ,广义 积分 
dzdy 
[zl2 十 |y|? 


1zl 二 ?1 产 1 


的 敏 散 性 取决 于 广义 积分 | -52 的 伍 散 性 ,在 此 积分 中 作 变 量 代 换 z 一 只 cos3g，y 一 号 sin3g， 


2 ,2 ) 


-了 1 2 -1 
9 ‘Sing fcosp 0 


D(x,y)_ 4 2 
则 易 知 DD po” 


于 是 ,注意 到 被 积 函数 是 非 负 的 ,得 


drdy 4 [3 .2 2 te 2 
| | sing 10 cosp dg| rpty ?dr. 
03 


由 3856 题 的 结果 知 , 右 端 第 一 个 积分 


天 


| sin# -igcos$ -10d0 (p>0,9>0) 
0 


恒 收 伊 , 且 其 值 为 评 B( 训 , 方 ) ;而 第 二 个 积 4 


当 过 2 3 一 1( 即 证 十 二 一 1 时 收 敏 , 当 生 十 3 之 1( 即 二 | 二 六 1) 时 发 艇 . 


综 上 所 述 ,可 知 广义 积分 | 让 仅 当 -7 十 士 <1 时 收 全 


|x|l~ly| 关 1 


sinxsiny 
[4165] ee drdy, 


解 ” 设 此 积分 收敛 ,以 1 表 其 值 . 先 设 p< 过 1. 令 
02, = { (zyy) | lr 二 y2nrn, —2nnSr— ye2nn) ， 


一 { (x,y) UL<z+TyS2nrx 一 于 ， —2nxr— y<2nn) ， 
| (x,y) 12nzx 一 十 委 xz 十 y 福 2zr， 一 2nr<z 一 y 窒 2nr) ， 
其 中 n= 二 1,2,3,…, 则 显然 有 


"| Ydrdy=7, lim 人 人 simzsinydzdy 一 工 


一 ;Czy)? 

从 而 ， 

tn | ad in | rey | ddy | -1-0 

Wn 2, 
由 于 sinzsiny 二 二 [eos(x 一 y) 一 cos(zx 十 y)], 今 在 (1) 式 左 端 的 积分 中 作 变 量 代 换 z 十 y 一 wz 一 y 一 5( 即 
9 1 | 
一 ,一 伍 2) ,并 注意 到 号 229 一 一 二 ,得 
2mr Zn 一 - 2nn 
中 dd et dv 
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1 


-Tl p>0, 
a og 1 fm du AVE Gan)’ 
而 du 之 之 
2ar 至 UU? V2 danr-E ut x 
1 p00. 
由 此 可 知 (注意 前 面 假 定 p 达 1). es ， 


此 显然 与 (1) 式 矛盾 . 
现 设 p 之 1. 令 


wo 一 1 (zo) |2nr— Trt ynr, — 2m rySR2rm? 》， 
仿 上 ,应 有 
lim "| 
(ry)? 
但 男 一 方面 ,和 上 面 一 样 , 作 代 换 x 十 y 二 u,x 一 y 二 v 后 ,有 


sin re am s 
下 sinzsinydxrdy 一 ne ‘| cosu dj 


dzdy 一 0. (2) 


p 


| (Zz 十 yy)? 2nr 至 下 
a nr cosu 元 1 
同样 ,由 |，， wr 
即 得 ke Yd dy 一 一 so， 
此 显然 与 (2) 式 矛盾 . 
综 上 所 述 ,可 知 :不 论 论 为何 值 积 分 | 2 0 drdy 者 发散 


【4166】 证 明 ; 若 连 和 统 丽 数 zy) 不 为 负 及 S,(n 一 1， 2.…) 为 有 界 闭 区 域 ,并 且 组 成 区 域 S 的 任意 一 
个 竭尽 递增 序列 . 则 


ee, y)dzdy 一 lim /x y)drdy， 


总 


这 里 左 端 与 右 端 同时 有 意义 或 同时 无 意义 ， 
证 取 定 一 有 界 闭 区 域 的 序列 SCx 一 1,2，…) .SiCSiC…CS'C…CS, 且 US 一 S 由 于 /f(x,y) 在 


上 非 负 ,积分 序列 Cryydrdy 是 递增 的 ,从 而 , 设 要 


T 一 lim|j f(xr,y)drdy (1) 
加 
存在 (是 有 限 数 或 是 十 cc). 我 们 要 证 lm| /zyydzdy= 工 (2) 


先 设 1 为 有 限 数 . 任 给 e 汪 0, 由 (1) 式 知 ,存在 NN, 使 当 n 宇 N 时 , 恒 有 
re< || for yardy< lite (3) 


叉 存在 ,使 当 wn 之 no 时 ,S, 二 Sx. 从 而 ,根据 f(x,y) 的 非 负 性 以 及 (3) 式 ,得 


Le ydrdy 之 Dw re 


另 一 方面 ,对 每 个 固定 的 > 又 必 存 在 菜 个 充分 大 的 ( 宇 N) 使 Se 忆 S,. 于 是 ,再 由 (3) 式 得 
| fcr,wardy< | fry drdy< Te 
3 及 
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由 此 可 知 . 当 w 之 m, 时 , 恒 有 re< | feo,wardy<ite, 
故 (2) 式 成 立 . 
次 设 [二 十 co. 任 给 M>>0, 由 (1) 式 知 ,存在 Ni ,使 
| flr,y)drdy>M. 
Si 
又 存在 ,使 当 n 宇 mn 时 . 恒 有 S, 刁 SN ,从 而 .此 时 有 


|[ fr.w ardy> i flr,y)drdy>M, 


Sn Sy 
故 (2) 式 成 立 . 证 毕 ， 
【4167】 证 明 : lim I sin(x’ 二 y)drdy=x， 
i 
然而 lim sin(z 十 yy )drdy 二 0 (nn 为 正 整 数 ). 
一 2 


证 利用 极 坐 标 ,我 们 有 


2r 5 
中 sin(x? 十 y:)dxdy 二 | do| rsinr: dr=nx(l— cos2nx)=0 (2 一 1,2，…)， 
Hy 2 " ' 
故 lim | sin(z 十 史 )dzdy 一 0. 


ne 


2 “3 
TN 2 


但 由 对 称 性 ,有 
| sin(x: 十 yy )drdy 二 4 | sin(x* 十 y*)dxrdy= 二 4 | dy | (sinx’cosy: 十 coszz siny2 )dx 
J 二 0 
iiscn 0 Yen 
lylSn DyEn 


一 4 (| cosy’ dy ) (| sinzsdz】 十 4 ( coszzdz ) (| sinyzdy ) =8([ cosz? dz ) (| sinx? dz ). 


根据 3830 题 的 结果 ,可 知 [ sinzz dr 一 上 coszrzdz 一 二 /到 ， 
0 n 
. " 了 1 工 
故 lim| sinr’ dz 一 lim| COSXx” “dr 二 也 
从 而 ,得 lim I sin(r:+y )drdy=8，: 7/ 二/ 也 一 
Tsv 
[yen 


【4168】 证 明 : 尽 管 累 次 积 


ff Oy 三 三 Oy 
| dz | Cy dy 及 1 dy 1 Cr yd 


Ti—y 
收敛 ,但 积分 J drdy 
ee (rx 二 yy) 
发 散 . 
证 ” 先 证 两 个 累 次 积分 收敛 .我们 有 
| Cai | 三 Xx, 2ydy 三 y 2ydy 
| Cy J) 2y Cty) J 2 Ctyy) 
x | | Xx dy 十 YY | dy 
2y(r:++y)| ,i 1 2y (r+y) 2(7x’ Ty ) ! 2(r++y) 
人 ;| 1 1 d i- dy _ x1] 1 1 
2(0z 二 1) 2 (= ZF ) ?了 FT 2 好 十 到 20z 十 1) 2 2 十 1 
ts 十- zy | x 
故 | dz CE 二 yd Hi 4 
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同 理 ( 利 用 已 算得 的 结果 ) 


(i 
故 两 个 累 次 积分 都 收敛 . 
次 证 积分 


发 散 . 为 此 只 要 证 积分 


站 ro—y 
| Cd 
< 芝 1,1 扫 > 扫 开 


发 散 即 可 (因为 如 果 积 分 (1) 收 敛 , 则 绝对 值 积分 


| drd 


必 收 敛 . 从 而 ,在 小 一 点 的 区 域 上 的 积分 


更 收敛 . 由 此 可 知 ,积分 (2) 收 傅 ). 由 于 


仿 上 .利用 部 分 积分 法 ,容易 算得 


Z dy 
vl | oy tt 


[ cy d z y 
Crty) YY 2y(r ty) 2 ty ) | ，， 


故 了 一 [ ( 二 | 支 )dz 下 arctann 十 二 Ian 十 守 (2 一 cc)， 


由 此 可 知 积分 (2) 发 散 . 
注意 ,也 可 用 反 证 法 证 明 积 分 (1) 发 散 . 假定 积分 (1) 收敛 . 于 是 ,积分 (3 收敛 . 但 恒 有 


2 一 加 - 一 zy 四 一 > Ay 
4 | 二 十 y dzdy | ar] | | dy|, Pe 
故 (4) 式 中 两 个 累 次 积分 都 收敛 . 又 由 前 面 已 证 不 取 绝 对 值 的 两 个 累 次 积分 


| az -二 一 dy 与 | 4 | Yd 
1 1 (x 二 yy) > ! “> (ry )’ ™ 


一 -三 | 这 一 x 

都 收敛, 故 知 二 (dd 4 
由 - 工 一 多 drdy 一 | ay| | Ty dr 
(Cry)? 1 (re 二 yy) 4 

这 是 不 可 能 的 .证 毕 . 


计算 下 列 积分 (参数 是 正 的 ) : 
5 


[4169] 由 > 


解 ”由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 


而 当 gq 之 1 时 ， 


1 2(x 十 y) 


dr、 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(注意 , 当 9 委 1 时 ,此 积分 发 散 , 从 而 ,[ 一 十 co);: 又 当 p>gq 时 ， 


[= | rdr=— 
2 一 几 (六 一 009 一 1 
2 、 dzdy 1 
2 | .4 5 一 
综 上 所 述 ,可知 : 当 >g>1 时 ， 中 ie 
1 
dzdy 
{4170] [| Chr 
ry1 
Ol 
dxdy =| | dy 
口 上 一 一 - 一 -一 一 
解 ”由 于 被 积 函数 非 仙 , 故 7 由 Cd 
0< 1 
、 dy 1 1 1 
当 p>1 时 ， | Hy pi (iyr | pl 


(注意 , 当 ps1 时 ,积分 发 散 ,TI 一 十 c2) , 故 


-fdr 1 

广 |, 辣 1 CO>D， 
drdy 

+l ly | 


解 ”采用 极 坐 标 ,由 于 被 积 函数 非 负 , 故 有 


【4171】 


drdy ff 1 r 一 = 
中 -| dg|. A V1l—r) ,0 


2 MAE 0 一 
da 
【41723 了 (zz 十 内) 


提示 .这 意 到 攻 积 画 归 间 抽 ,采用 极 坐 标 即 可 获 解 ， 
解 采用 极 坐 标 ,由 于 被 积 函数 非 负 , 故 有 


A 
| drdy 人 | dr _j15 1， 
J (x 十 y2)? | d9 1 rp! b 


tl 十 co， 
dzdy 
【4173】 中 2 
yl 


解 ”由 于 被 积 函数 非 负 , 故 


| 
7 | ry zz 十 如 2 9 dz 


yx 41 


r 一 ] 


一 2r. 


十 oo 


dy 
nT 十 yy 


to dy _1 yl + 1Tx 1 
由 于 | nT arctans 2 | 2 arctan (1 十 误 )] 
故 
-人 1 1 
I -2| | 2 arctan (1+ ) | 
1 ,2 
Xx= 十 > 十 = ~ 3 To 
一 一 训 | 于 -aretan(1+ 坪 ) | +2| 2 二 idx 一 2| dz 
T /i 1+ (1+ 豆 ) ?二 十 一 
x 
2 
x 
2 
于 一 arctan (1+ 雯 ) 1+ (1+ 评 ) 
其 中 lim 二 -一 lim 和 tim ( 世 一 0 
-十 Tz < 十 0 1 xz 十 0 4 十 zz 十 1 


92 


下 面 计算 积分 | 一 民 为 简单 计 , 记 4 ET ,0 一 二. 则 
° 十 x 十 二 V2 


2 
1 1 1 
,1 1 2 1 7 , (x 二 0D) (ar)’ 
二 让 十 太 (<+ 却 ) — V2— lr 一 
1 1 7 二 a X—a 
(xtarth) (ri—artb) 2ab| rx:+tazrtb xr:—artb 
_1 27zr 十 a a 27 一 4 a 
dab| 六 十 az 十 zz 十 az 十 六 一 az 十 DT 一 az 十 六 | 
于 是 ， 
[ : dz =2s) 2x+a 2r—a dz 1 | 1 十 1 d 
0 , ,1 4abJo x? 二 art+b xr*—arxtb 46 Jo ritartbp x—artbl™ 
ZX! 十 这 二 也 
1 妇 十 az 十 让 | 一 ”1 2 2r+a 2 2xr—a 的 
一 一 t. | t 
nao (I Terps ) Jj 1 on 4b—a” 4b—a’ oan V4b—a’ ) 0 
二 0 十 1 2 开 nt nx 
WD Viba 2 VibTa ol /4 (1 Va: V+l 
V2N V2 
wn VV2 一 1 _fVVI 一 1IV2 x V2W?2—1) 
V2wV2 十 1 vvV2 一 1 2 2 
故 I=2| dz x V2WE—1) . 
0 4 2 
工 ! 十 庆 十 一 
2 
【4174]】 e drdy。 
OIrEy 
解 ”由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 
于 e drdy 一 三 dz e dy 一 [| e dz 全 e "dy 一 [ e “dz 一 总 


变换 为 极 坐 标 ,计算 下 列 积分 : 


二 


evs 站 
提示 注意 到 被 积 函 数 非 负 , 采 用 极 坐 标 即 可 获 解 . 


解 ” 由 于 被 积 函数 非 负 , 故 采用 极 坐标 就 有 
Lh, ee | 


L4176] 全 六 eicos(z2 十 吧 )dzdy。 
提示 由 于 |e ?cos(z 十 ) | 过 e 人 1), 利用 4175 题 的 结果 知 所 给 积分 收 化 ,对 它 采 用 极 坐标 


2 2 
e 7 dzrdy。 


即 可 获 解 
解 由 于 |e- -Ycos(z 十)|e ,而 


| e drdy 
收敛 (参看 4175 题 ), 故 
wo pte ， 
上 | eis cos(ri+ ydrdy 


收敛 . 从 而 ,采用 极 坐 标 就 有 
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pe pe ， 2 
| | eticos(r 二)drdy— | do| 
i EE | 


1= + 


0 


人 ) 
=x 


四 


一 工 
:=0 2 


【4177] | 
提示 仿 4176 题 的 解法 . 


pe ， 
| ee sin(z2 十 只 )dzdy。 


解 由 于 |e- 人 sin(z 二 |e 而 积分 | 


分 | | esin(z 十 六 )dzdy 收敛 . 从 而 ,采用 极 坐标 就 有 


, i 
2 ; _ 
re '” cosr’ dr—x| e ‘costdt 
0 


er drdy 收 伍 (参看 4175 题 ), 故 积 


十 


fe ，。， 2 四 > 
| | esinr ty )drdy— | ao| re ” sinr dr=—x | e ‘sintdt 


0 
t= tx 


(TY _) ) 
TI . 
0 2 


(一 1) 十 1 8。 


计算 下 列 积分 : 


2 


ea fhe 
【4178】 | | em 1 2bryt ey 


解 ” 我 们 有 ( 令 6=ac 一 扩 之 0 ,1 二 x 二 yy) 


pr1y)=ar 2brytcy t+2drt+2eyt f 


0 


+ 2dr rasr7dzdy, 其 中 a<0, ac—b >0. 


2 pe 
a(z + ryt hy ) + 2 一 上 2czx 十 2ey 十 了 
2 ; i ， pb 、 
a (z1 yy) t Oy +t2drt2eyt f=ar + Oy +2d(:— Dy) t+2eyt 
12d ,a 好 GT， 2 (ae 一 bd) (ae 一 pc) | 
= (Ft ) 站 | 2 Es Soe bd) y+ 3 | 3 Hf 
dd 0 Ce 一 bd 
ca 人 (t 十 生 ) 十 二 (3 十 ) 十 8， 
2 py2 
其 中 8B8=f 全 ee = Laf (ac PF)—di(ac—b)— (ue—bd)’)] 
1 - 2 2 2 A 
Facf bf—cd’ —ae’ t+2bde) El 
这 里 
a bd 
4 一 | c ee 
d ee ff 
今 作 变 量 代 换 


u 


/4 2Y 一 4， | dvV—a 


(1) 


a a 
6 | G ae 一 0d 
v=A/ a y 十 A/ Ek 


则 gxry) 二 一 忆 一 加 十 B. 又 
D(x,sy) 1 1 


1 


一 0. 


Dlu,v) DOO Va b Va 5 
a 


D(x,y) 


0 — 


他 


a 


故 线性 变换 (1) 是 非 退 化 的 , 它 将 (x,y) 平 面 的 点 与 (u,v) 平 面 的 点 一 一 对 应 .于 是 ,利用 4175 题 的 结果 ,得 
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es 上 1 ] a fm 人 fm 
edzdy= | | ”79 大 dd 一 大 二 | [qudv= 天 ef 
| 二 _ J J J “wv 
2 
[4179] ‖ (到 学) dzdy. 
所 + 好 >1 
提示 注意 到 被 积 函 数 非 货 , 采 用 广 闵 极 些 标 XZ 二 arcosp,y 一 brsing 即 可 获 解 
解 ” 作 广义 极 坐 标 变换 z 一 arcosg,y 一 rsin9, 由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 
1 2 
oe ) ea 


(FE) drdy 一 | ll abre ”dr 一 2rap( 一 
0 0 2 


2 2 
2 
THF) drdy (0<|e|<1). 


a 


ca 六 站 ce 


解 ” 作 广义 极 坐 标 变换 x 二 arcos0,y 二 brsin9, 则 有 

ts f+ 加 (入 yi ) 2r f+ ] 。。， 2 

了 一 | | Zye “ee “BB/drdy= | | 本 和 Drisin20e ”sn20 drdb (1) 
一 ce i 站 

由 于 | sin2Ge™” {1+esin2g) | 过 3 -0 ej) ,而 积 
2r fo -nm Fo ; 
[ | 7 四 《1 一 ardo= | ao| rie-”(l dr=2x| meiedr<< 十 cc， 
0 0 
(2) 


—r2 (1 resin20) dr 


故 (1) 式 中 的 二 重 广 义 积分 收敛 . 于是， 
1= 坟 a 六 | sin29d9 | re 


te esingg) 
四 e esin20) df 
日 


但 是 ， 
3 2 esin20) = 去 | lesingg) qr 1 | 一 !(1Tesin29) 
| re dr 到 |， te dz FT Fesinog) te nl 
一 1 | el lesin20 qz 一 1 
2(1 十 ssin20) Jo 2(1 十 esin29)2” 
故 
1 2 sin20 1 ™ sin28 1 ， sinu 
一 二 oo :| 一 :| 一 2 | 
4 CTTesingg) 2° ? (1+esin20)? 和 站 (1 十 esind2 
加 上 sinu | [ sinu 让 sinu 有 sinu 
4° 0 | o (+Hesinu) 至 《1 十 esinu)? dz 十 Cesingyzde “+ 于 (1 十 esinu)? * 
1 ya 上 sinudu 人 sinudu 
2 2 | o (1 二 esinu)’ o (l—esinu)? | (3) 
但 是 ( 作 代 换 zx 一 人 一 要 ， 
上 sinudu _ 1 上 1 1 _1 机 1 1 d 
o (lesinu)’: € Jo | iesing (lesinu)’ | e J |1liecosv (1 二 ecoso | 
二 2 sinudu 1 人 (各 1 1 
间 理 ,有 | (1—esinu)’ E | | ois | 了 
根据 2028 题 (1) 和 2063 题 的 结果 ,可 知 ( 当 0<lel<1l 时 ) 
dr 2 1 一 E 工 ~ 
| | Te an )+c， (4) 
esinx yarn( tan 二 | 十 C. (5) 


| dz 
(1+ecosxr)’ 《1 一 et ) C1 Tecosry) 1 (1—e 
中 假定 0<e<1, 但 从 其 推导 过 程 可 以 看 出 公式 (4) (5) 当 一 1<e<<0 时 也 成 立 ) 


(注意 ,2028 题 (1) 和 2063 题 
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于 是 ， 


上 sinudu _1 arctan 1 一 e ， & 2 arctan ] 一 
0 《1 十 esint) 2 e | /Ie 1 十 e 1—e (1 一 ez ) 序 1 十 e | 

上 sinudun 1 arctan 1 十 e € 2 arctan 1 十 e 

o (1l—esinu)’ E wVT 一 e l—e 1 一 时 (] 一 e2 ) 序 l—e 
从 而 ,由 (3) 式 得 1 一 1 spe ! ! 3 [aretan 十 arctan :| 

e Vi—e (l—e)Y 1 十 1 一 
但 对 任何 的 z>0, 有 arctanz 十 arctan 二 一 至， 
1 ， 1 1 区 TeC2 by? 
故 最 后 得 [一 | ) 3 
一 e VT (edt/ 2 20—e)t 


研究 下 列 不 连续 函数 的 二 重 广义 积分 的 收敛 性 (0<m 志 | p(x,y) iM): 


2 


【4181]】 丈 十 半 : 式 中 区 域 Q 由 条 件 |y| 实 工 ;十 天 委 1 确定 . 


解 显然 ,0 为 图 8. 61 中 的 阴影 部 分 . 由 于 对 称 性 以 及 被 积 函 数 的 非 
负 性 ,采用 极 坐 标 就 有 


dxrdy [ 上 dr | cos20 
| E 人 10), =4), mde, 
cos’€ 


其 中 6 表 图 8. 61 中 射线 O04 与 Or 轴 之 间 的 夹 角 , 抛 物 线 y 二 x? 的 极 坐 标 


_ Sing 
方程 为 > 一 Ms 
由 于 

cos20 

.i cos0 _,. 0 \ 和 去 In sing | 图 8. 61 

lim gz ln 一 -一 一 Jim (一 ) .cos0 -So | 一 0， 

二 0 sing 0o-+ol “sing cos:O\ 让 

( sing ) 


故 积分 | in S98d9 收 化, 从 而 ， 原 积 分 | 9 各 收 全 


DCZyy) 
[4182] | Cyt yr ddy. 


x+ il 
解 由 于 开 十 zy 十 一 诗 ( 开 十) 十 方 (x 十 9)? 之 0 ( 当 (z, 轨 天 (0,0) 时 )， 


|pCzyy)1| M NA 
< 扫 ~ 9 » , 9 
故 (x? Ty ) rtryty 7 ?十 zy 十 y2)? 《 当 (z,y) 隆 (0,0) 时 ) 


再 注意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝 对 收敛 , 即 知 积分 


px,y) E I dzdy 
下 元 十 zy 十 丈 dzdy 与 积分 (x? 


<1 2 二 二 
2 2 x +y El 
同时 收敛 或 同时 发 散 .由 于 Tz 二 二 350( 当 (zs) 天 (0,0) 时 ) ,采用 极 坐 标 即 得 
J dzdy = 上 | d0 六 dr 
2 一 1 
2 (x ryt y)? 0 (1 十 到 sin2g) 7 


『 积分 ,其 信 为 有 限 下 ,而 
” (1 十 去 sin20 
2 
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由 此 可 知 : 原 积分 中 dzdy 当 记 过 1 时 收敛 , 当 pp 之 1 时 发 散 . 


， (十 zy 十 y 
yl 
fr drdy 
[4183] | >00>0). 
解 由 对 称 性 及 被 积 函数 的 非 负 性 . 有 
| dzdy _ ‘| drdy _ 4 dzdy ， 4| dzdy (1) 
rt yl 7X? 十 yy" 2 十 ry 
Hi 人 人 Do 
其 中 Di 一 (Cryy) I 守 0,y 守 0,7 十 y 仿 1, 十 VW 之 2 ?* } ,0 = {Cr yr,y20,7+ yl r+ ye 


27 小 令 Di 一 1{ (Try)|1>x 之 0,y 关 0, 十 六 委 2 7 ?} : 易 知 , 当 Xx 宇 0.y 守 0,xz? 十 yy 态 2 时, 必 有 十 y 委 1 


1 
Hi 


1 
2 ! 


(因为 z 宇 0;y 守 04? 十 和 一 一 , 故 < ,去 ,从 而 ,zx < 本, 


27 由 此 知 zx 十 y 安 1)， 


2 


故 @2; =2:. 由 于 函数 一 一 在 有 界 闭 区 域 O, 上 连续 , 故 (1) 式 右 端 第 一 个 积分 为 常 义 积 分 .因此 ,广义 积分 


元 
I 1 村 计 的 性 政 关于 广义 积分 | 3 -dzdqy 的 伍 散 性 . 在 此 积分 中 作 变 量 代 换 


+ + 
z=/$ cost0, y=7 sin#0， 
则 易 知 PD Ar sint Geost 10 
于 是 ,注意 到 被 积 函 数 是 非 负 的 ,得 
人 sin4 ‘10co0sy ‘od | rd 


3 


由 3856 题 的 结果 知 , 右 端 第 一 个 积分 
上 sin2-1bcos 10d9 (p>0,9>0) 
0 


, 工 ) ;而 第 二 个 积分 


p 
(Ya Pr 2» » 
| rp'n dr 


0 


垣 收敛 , 且 其 值 为 读 B(- 


当 卫 十 2 3> 一 1 ( 即 工 十 二) 时 收 敏 , 当 二 十 卫 一 3 二 一 1 ( 即 之 十 之 之 1) 时 发 散 . 
户 9 p gq 2 9 a 9 
综 上 所 述 ,可 知 原 积分 “| 。 让 当 三 十 二 > 时 收敛 , 当 二 十 二 1 时 发 散 
并 yl’* pp 9 p ga 
[4184] [ [ PL qrdy. 
8 va ix yl? 
解 由 于 如 < 开 下 况 |< 二 于; ,并 注意 到 广义 重 积分 收 化 必 绝 对 收 化 ,可 知 
“ [* px,y) “人 dzxdy 
积分 j [zy ddy 与 积分 国有 |z 一 y|? 
同时 收敛 或 同时 发 散 . 由 对 称 性 及 被 积 函 数 的 非 负 性 可 知 ， 
drdy dzdy 
[ [ [yl = Cr yr (1) 
当 p<1 时 ， 


drdy _ [ 上 dy [ TI a ? 
J Cd ,jdz 一 0 一 力 C2 二 万: 


0<r<a 
0 yYS 工 


“fe dxrdy _ 2a2 ? 
从 而 ,由 (1) 式 知 上 [zr—yl* (1~p)(2—p)' 


_drdy 
Tz—yl? 


因此 , 当 p<1 时 积分 | 收 全 
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现 设 p 之 1. 首先 ,我 们 有 


dzdy |. dzdy 
(zx—y)? Ji (zx— ye? 
0272 oS 
dzdy = | 六 dy = | 
一 1, 见 一 一 一 — 
若 2 一 1, 则 J Cr dr 。 zy (lnz 一 line)dz 
0 
一 alna 一 4 十 se 一 alne， 
. _drdy |， 加 加 
故 lim 一 lim (alna 一 4 十 e 一 alne) 二 十 cc. 
0 (六 一 y)” eto 
Oye 
ey 
由 此 可 知 , 此 时 | | 宇和 2 发散; 着 p 一 2, 则 


| a = | 三 dy 『 1 1 a 
i (Ir—y)? ,dr ,Cy 。 (= )dz < 1 一 inc 十 lne， 


ES 
. dxrdy _. 24 十 elne 
故 lim 由 (zx— y)? lim ( 1 ina) te. 
0 
_drdy 


由 此 可 知 ,此 时 积分 de 


发 散 ; 最 后 , 若 p 之 1,p 隆 2, 则 


dzdy =| P dy 1 | 1-p 1—p 
J Cr de) cpr pi dr 
oS 
加 1 一 1 1 
CDerr(a be) ts 2a “ 
. dzdy 十 oo 
从 而 ， lim | 《并 一 YP “ 
由 此 可 知 , 此 时 积分 | | 二 宇和 5 发散 . 
zx 一 y| 
dzdy 


综 上 所 述 ,可 知 积分 | | Ee 


Pr») 
【4185] | Cry ys drdy. 


ty el 


解 ” 由 于 2 


| g(x,y)| 


和 7 当 <1 时 收 伊 ,p 之 1 时 发 散 . 


M 


(zy) SC—r—y)? (ry)? 


再 注意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝 对 收敛 , 即 知 


积分 |‖ 二 yzdrdy 与 积分 


(1—zx’ 2 )? 


2 
rty el 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 采用 极 坐标 ,由 于 被 积 函数 


由 dzdy 
,1 — y:)? 


古寺 


ET 


< 
从 


] dzdy = | r 
上 (1 一 xz 一 如 )2 0 d0 o 《1 一 天 


1 rdr 
dr 一 2 | C 


1—r)?*C1Tr)*. 


。 r op 
由 于 J rT 2 
帮 积 分 | 如一 下 后 7 当 力 1 时 收 化 ,p>>1 时 发 散 ; 当 pp 一 1 时 ,有 
! rdr 1 1 
| 这 到 = 一 于 In 一 一 | =+~， 


故 积分 也 发 散 . 由 此 可 知 , 积 分 | Tz drdy 当 p 之 1 时 收 但 ; 当 p 之 1 时 发 散 


) 


tl 


【4186】 证 明 : 若 
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(2) 


1) 函 数 g(x,y) 在 有 界 区 域 4 所 x+ 志 A ,6 人 y 二 B 内 连续 ;2) 函数 f(x) 在 闭 区 间 a 志 x 二 


总 B 
上 连续 ;3)p<1, 则 积分 | dz | 名 32dy 收 全 
2 » A 


证 首先 注意 ,由 于 <1, 故 积分 | -对 每 个 固定 的 xE [ea,A] 恒 收敛 ,( 若 /(x)€ [4,B] 此 


| xz 和 
为 瑕 积分 ,点 jz) 是 甫 点 ,由 于 2<1, 它 收敛 ; 若 f(z) ECo,B], 则 为 常 义 积分 ,当然 收敛 ). 再 根据 p(x,y) 


的 有 界 性 , 即 知 :对 每 个 固定 的 re [a,A4] ,积分 上 一 2Cz2) dy 都 收 伍 , 令 


| fCxr)— yl? 
F(x)= | dy (4xr<A). 
5 |f(xr)— yl? 


下 面 我 们 证 明 F(x) 是 < 委 z 委 4 上 的 连续 函数 . 若 已 获 证 , 则 积分 


A A 
| dz | Cx»y) dy=| FC) dz 
a » |f(r)— yl? 


显然 是 收敛 的 ( 右 端 为 常 义 积 分 ) .于 是 本 题 获 证 . 令 c 一 max， x | f(x)|. 今 将 函数 p(x,y) 连 续 地 延 拓 到 有 界 闭 
和 矩形 R(a 志 r+ 太 A.b 一 2c 志 y 太 BB 十 2c) 上 (只 要 规定 

PCr,B), as 和 4,B<ysDB 十 2c， 

prs) arEAb— 2 

即 可 ). 延 拓 后 的 函数 仍 记 为 p(x,y). 由 于 pbx,y) 及 |f(x) 一 yl|' ?都 在 R 上 连续 , 故 有 界 且 一 致 连续 ;存在 
常数 M, 使 对 一 切 (x,y)ER, 有 


p(T y) 一 | 


于 [f(x)—y|l' *M. (1) 


任 给 e>0, 存 在 >>0( 取 入 过 (入 ) ) ,使 当 |zi 一 zz 过 61， [yy 一 yy <61 (Gry )ER, (ry)ER)NH, 


恒 有 


| gCri,y)— 9 rs, ya)|<e, (2) 
We Vi | | FGrzs ) | <e. (3) 
又 由 f(x) 在 [a,A] 上 的 一 致 连续 性 可 知 , 存 在 60, 使 当 | x 一 zz | 过 6 (zi ,xz€E[a,AJ), 恒 有 
[f(ri)— fr) |<o. (4) 
令 6 二 min{6 ,9 }. 于 是 ,由 (2) 式 可 知 ; 当 |xi 一 zz | 过 6 (x ;xs ELa;AD]) 时 ,对 一 切 5 一 c 声 y 态 B 十 c, 恒 有 
[pCrisyt fr)) — pr yt f(r)) | <e. (5) 
现 设 |xi 一 zz | 过 6,(xi ,Xx2€La,Aj). 不 失 一 般 性 , 设 f(x) 守 f(x;) ,我 们 有 
B B 
> DC y) | p(x» y) 
P(x) Fz:) 上， | Fr ydy » [fOr yl dy 
| 汪 ‘x1) grt fo) | p(T sut fr )) 
和 p P du 
a fr lal b flr2) | | 


| 7 p(x fm) pt fr) | gp (xiut fr)) da 


Ar |ul? B-/f(r]) |ul? 


r fr pret fx)) 


bfr1) [ul?* 
一 五 一 五 十 局 ， (6) 
其 中 ,I ,Ts 分 别 表 上 式 中 的 三 个 积分 . 易 知 Cp 二 1) 


Teste ?a *j, 0Sa<p, 


3 
| = 过 [Coa ?BP' *], a<pe0, 


。 |ul? 
ste pCa)! *], a<0<h. 


从 而 ,在 任何 情形 下 均 有 
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8 
| < 18 “十 le | *); (7) 


|u 
而 当 a,8 同 号 时 ,有 
| 了 = 181 *—|al’ |. (8) 
于 是 ,由 (5) 式 、 (1) 式 及 (7) 式 ,得 
Il<e|， 本 ， i 一 /Gear2 十 1 一 Ga) < (9) 
下 面 估计 五 :车 呈 一 Fe 与 3 Fr) 同 : 避风 由 (DD 不 、 (8) 式 及 (3) 式 ,有 
nl<m| Ts 1B 一 Al 一 1B 一 Fozob *|< Ss: 


车 B 一 /ri) 与 B 一 f(xi) 异 续 , 即 B 一 f/x)<0<B~ fry), 由 于 [8B 一 f(x) 一 [Bf/(Cr)]=/(n) 


一 fz) < , 故 有 1B 一 fr)|<61.1B 一 /zs)1<H. 于 是 ,由 (7) 式 并 注意 到 届 之 ( 扎 ) “, 即 得 


inl<mf 1 48- fr tIB- fd Vt < 
Br) Iul? p 一 入 
所 以 ,在 任何 情况 下 均 有 
Me 
| Is 二 这 六 (10) 
同 理 , 可 得 (在 任何 情况 下 ) 
Me 
| <I—p: (11) 
于 是 ,由 (6) 式 .(9) 式 、.(10) 式 及 (11) 式 , 即 得 
|F(z)— Flr) | A 


p 
由 此 可 知 ,F(x) 在 ae 魏 z 委 4 上 (一 致 ) 连 续 ,证 毕 . 


计算 下 列 积分 : 
【4187】 由 = -二 让 去 一 一 一 一 dzdy. 
; y 


解 采用 极 全 你, 由 于 被 积 函 数 非 负 , 歼 有 


于 ln 1 dzdy 一 | dg| rln 1 dr 一 一 2 | rlnrdr 2 (到 lnr | dr) 一 工 
一 天 一 dzdy 一 一 dr 一 一 2r nx 
a /ry 0 0 r 0 2 0 sv 2 2 
[4188] | dz [ -和 co 
0 0 Vl(a—r)(r—y) 
解 | dz 上 dy = [ 2vz dx 
0 0 Vla— zx)(x—y) 0 Va—rx 


作 变 量 代 换 x 二 au, 则 


r( 冯 )r( 却 ) 


”2VTz 3 1、 -2 二 [r( 荆 )= 
[ -dz=2a|， uz (1l—u) zdu 24aB (方志 ) 2a Fa) 2a 5 r(=) na. 


【4189] | Insin(x 一 y)d.rdy, 其 中 区 域 0 是 由 直线 y 一 0,y 二 r+,r 二 x 围 成 的 . 


解 ” 作 变 : 量 代 换 二 4 二 voy 二 一 v2 则 Oxy 平面 上 的 区 域 2 变 为 uv 平面 上 的 区 域 02'. 显然 2 由 直线 
uw 一 vv 一 0,u 十 v 一 x 所 界 .又 有 深 本 如 一 一 2. 于 是 ,再 注 意 到 被 积 函 数 非 正 , 即 有 


| nsincr—yardy=2)| lnsin2vdxdv 一 2 2 ds lnsin2vdu 
六 全 
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一 2 上 (x—2v)lnsin2vdv= 21n2 二 (一 2u)du 十 2 上 (x—2v)lnsinvdvu 二 2 上 (x— 2v)lncosvdv 


zx 蕊 2 


ln2 一 到 In2+2 | Gr-2wlnsinvdot2 | 20nsintdt= 瑟 In2 十 2r | Insinods 


_x 元 ” 
= 于 In2+2x( 2 ln2 】 2 ln2. 


< ) 利用 2353 题 (1) 的 结果 . 


T drdy 
【4190 一 dzdy 
提示 “由 关于 Ox 轴 的 对 称 性 与 被 积 函 数 的 非 负 性 ,采用 极 坐 标 即 可 获 解 . 
解 由 关于 Oz 轴 的 对 称 性 与 被 积 浮 数 的 非 负 性 .采用 极 坐 标 , 有 
人 _dzdy _ _qdrdy _, [3 a 
下 7 1 启 入 ?| dg 上 | dr ?| cosbdg 一 2. 


ry 


研究 下 列 三 重 积分 的 收敛 性 : 


| ez) drdvds， 一 seczrsvs1 云 M 
【4191】 | Cr dyde 其 中 0 二 ms 和 1p(Czyz)1 委 M. 


rt sl 


解 题 思路 ” 仿 1161 题 ,所 给 积分 与 积分 上。 [二 和 57 同时 收 全 或 同时 发 表 , 注意 到 


| 


TTy7 是 正 的 ,采用 球 坐 标 x 二 rcosgpcosy,， y 一 rsingcosy,z 二 rsing 即 可 知 当 p 之 了 玉 时 收敛 ， 当 方才 
取 时 发 散 ， 
- nm | g(rsy. <)| < 一 M _ 
解 由 于 (十 十 ?十 十 22)? (让 十 十 2 )? 
再 注意 到 广义 重 积分 收敛 必 绝 对 收敛 ,可 知 


0 "| PTs YZ) i 0] / | dxrdydz 
积分 | (ri 二 yy 十 2)? drdydz 与 积分 | (十 内 十 之 )2 
2 rl 


Ts 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 由 于 被 积 函数 一 -zi7 是 正 的 ,采用 球 坐标 r= rcosgcosy，> 一 rsingcosy,z 一 


rsing, 得 


dzdydz fs 三 -dr dr 
于 | dp | ,cosay | -| PP 


Yl 


dr : 3 3 一 | (x,y,2) ue 3 0. 
5 当 p> 吝 时 收 全 ,p< 六 时 发 数 :由 此 可 知 。 | 让 区 生生 7drdyd 当 /> 去 时 收 
1 


2 2 
2 


显然 .| 


1 
敏 , 当 p< 时 发 散 . 


〖【41923】 fi Cr drdyd 其 中 0 过 m 守 | g(r,y,z) | 夺 M. 


| 


提示 仿 4191 题 ,并 采用 球 坐 标 . 
解 和 4191 题 完 全 类 似 (请 参看 4191 题 的 解 题 过 程 ). 易 得 


dzdydz 加 | 上 _ | dr | dr 
， | , (十 y 十 zz)? 0 dp 各 cosydy 0 4 2 
yl 


ok dr w ,3 3 i 人 g(r1 yz) 3 
! R J 也 下 NN 。 当 之 二 下 _ 9 y， 之 当 > 
显然 ,| 3 当 < 计时 收 雍 . 当 p 之 了 时 发 散 : 故 。】。 古 于 ryzdrdyd 当 << 襄 时 收 
一 1 


I -Ss 


敛 , 当 p 之 六 时 发 散 . 
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dzdydz 


【4193】 本 [TEST (p>0,g>0,r>0). 
解 ”由 对 称 性 及 被 积 函数 的 非 负 性 ,有 
dxdydz 一 8 下 dxdydz 一 8 由 dzdydz ， dxdydz 
zi 十 1?| 二 [zl ?十 十 呈 十 十 ?十 y" 十 z 
Ir || > 2 A 2 


其 中 , 令 
1 二 {Cryy'z)|X 守 0,y 守 0,z 之 0X 十 y 十 z 之 1,x? 十 十 z' 态 3)， 
2 二 (rxyy'2) 1X 之 0,y 守 0,z 守 0,X 十 y 十 z 六 1,x? 十 十 z' 这 3}. 
令 0 二 (xy1z)|x 守 0,y 宇 0,z 实 0,7X? 十 六 十 之 3), 由 于 当 x 守 0,y 守 0,z 之 0,x? 十 YW 十 z* 之 3 时 必 有 x 十 y 
十 z 之 1 否则 ,x 十 y 十 z 亿 1, 就 有 xz 委 1,y 入 1,z 信 1 ,从 而 ,和 1,y 委 1,x 太 1, 于 是 x 十 十 2z' 入 3), 故 0; 一 
0 显然 ,| 到 于 3 生地 为 党 义 积分 , 故 积分 WW 的 钱 散 性 取决 于 二 年 学 宇 志 
1 


izrl+ly -lzl>1 


的 敛 散 性 . 对 此 积分 , 作 变 量 代 换 
工 一 有 cos$ pcos$y, y=R*# sin# pcossy, z= RY sin? y. 
则 易 知 


DR Ri tt cos 1 gsins ‘19sin* -1 gcosh 1 iy. 
于 是 ,由 被 积 函数 的 非 负 性 ,并 利用 3856 题 的 结果 ,得 


dzxdydz -| 2] 2 21 -| . 2_1 。 全 了 二 2 
| Diy po) sn pcoss a ydy ， siny - ycosz :opdp 所 RdR 


工 
2 


03 
8 1 711111111Vpr pi 
jar ZB(7'F+to)*3 ( 广 , 广 ) | RE dR 
te 2 
= 二 B{( 工 , 工 : 上-)B( 二 ,二 ) | RE*3+2-14R. 
par r pp qa 9 2 VS 
由 于 积分 | ”RE 全 -adR 当 二 十 生 十 过 3<< 一 1( 即 三 十 二 十 二 <<1) 时 收 伊 , 当 冯 十 生 十 二 一 3 
VS p gd r p ga p gq 
、 dxrdydz dzdydz uy. 1 1 二 1 
宇 一 1 是 , 故 积 = , 积 ji ) | 一 1 
4 发散 故 积 分 | 二 和 全 (从 而 ,积分 用 TS 和 5 ) 当 三 十 立 十 十 二 1 时 收 
3 下 | 二 4111z| > 
伍 , 当 工 十 寺 十 荆 >>1 时 发 散 . 
p 9 了 
【4194] [ | | f(x ys drdyde ,其 中 0 二 m 志 | f(ryysz) | 志 M, 而 p(x) 和 yx) 是 闭 区 
oJoJo {Ty— or T+ ze— pa) }? 9 
间 [L0,aj 上 的 连续 函数 . 
解 ” 由 于 
| fCx,y,z)| M 


{[Ly 一 PCz) 了 下 下 [ET 产科 {[y—¢p x) Fz— yr Pr {Ey— p(x) tz— gr) }? 
并 注意 到 广义 重 积 分 收 僵 必 绝对 收敛 , 即 知 积分 


| | | f(x,y,z)drdydz 
o {Ly— or) + Lz— yx) }? 


a fa fa dzdydz 
与 积分 | | | {[y— p(x) +[Lz— yr) }? 


同时 收敛 或 同时 发 散 . 由 被 积 函 数 的 非 负 性 ,我 们 有 


1 
{[y— p(x) J tLz— yr)]: }? 


“rr dxrdydz = 
| | | {[y— Cx) J + [Ez— yr) Ty}? , Flr)dr, 


、 f° dydz 
其 中 F(zx) | | EE (0S&xSa). 
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作 变 量 代 换 4 二 y 一 g(x)，v 一 zx 一 Jy(XY) (x 固定)， 


网 Dl(y,z) 1 
Da) D(u,wv) 
D(y,z) 
从 而 ,有 
dud 
F(z)— Cr 和 
pa gr) 
WTSEvEa yr) 
先 设 pp 二 1. 令 c= max (log) | +17)1), 则 由 (1) 式 知 ， 
1 dudvw dudvw | 全” dr 工 2 一 
去 a CETv | 
0 二 F(x) 夺 i Gt, | (uw: 二 vw)? 0 4 r22 7 1 一 户 
ge 2 C2200-02 


即 FC(r) 有 界 ( 实 际 上 , 仿 4186 题 的 证 明 过 程 还 可 证 明 F(z) 在 0 委 z 委 2 上 连续 ), 从 而 ， | F(xr)dxr 是 常 义 
积分 ,显然 收敛 , 由 此 可 知 ,此 时 积 


| [ a drdydz (2) 
oodo {[y— g(r Ft+[z— yr }? 


次 设 p 之 1, 这 时 积分 (2) 可 能 收敛 也 可 能 发 散 , 分 两 种 情况 讨论 : 

(ji ) 若 不 存在 这 样 的 zE[0,aj] 使 0 委 p(z) 委 a,0 委 欠 z) 委 ua 同时 成 立 ( 例 如 ,q(xr) 或 yl(z) 的 值 完 全 位 
于 [0.4j 之 外 ;这 时 ,对 一 切 0 志 7+ 志 a,0 太 y 志 a,0 所 z 志 a, 均 有 :连续 函数 {[y 一 g(xz)] 十 [z 一 y(r)] 了 了 )? 光 0. 
从 而 ,积分 (2) 收 和 敛 (这 时 是 常 义 积 分 ). 

(站 ) 车 存在 这 样 的 点 xzE[0,o] 使 0<p(z)<a,0<Wz)<a 同时 成 立 ; 由 p(z) 与 p(x) 的 连续 性 , 必 存 
在 正 数 e 及 闭 区 间 1,C[L0.aj, 使 当 xE€E1 时 , 恒 有 es 委 pCz) 委 4 一 ee 魏 %z) 魏 < 一 se, 从 而 由 (1) 式 知 : 当 E 
1, 时 ,有 

人 上 > | =x] -+ (注意 p> 


一 es 


ES TARE 


即 当 xE 忆 时 便 有 F(z)= 十 ce ,由 此 可 知 ,积分 上 F(z)dz 发 散 . 于 是 ,积分 (2) 发散. 


综 上 所 述 ,可 知 :积分 


[ [ | f(x,y,2)drdydz 
6 {[y— px)l +z—y rx) }? 


当 p 过 1 时 收敛 ; 当 p 写 1 时 , 若 不 存在 zE[L0,aj 使 0 委 pCz) 委 a0 委 VCz) 魏 a, 则 收敛 ; 若 存 在 zxE[L0,a], 使 
0<p(z)<a,0<wYWz)<a, 则 发 散 . 


dzdydz 
【4195] I[ [x 二 yz|** 


解 ”我 们 有 (注意 被 积 函数 的 非 负 性 ) 


i drdydz =» dzdydz 
rl [zt yzl* 1r l,lylEl, lzlel (x yz)? 
y sh fy 
| dz i ! dz _， 
=2 | arty| st drdy| p22 
lIrl l,iy!lel | 
1 过 zy<j 0sy 袜 1 


其 中 小 表 第 一 个 积分 ,1 表 第 二 个 积分 . 
若 Pp 过 1, 则 


| dz (xz 十 y 十 1) ? 
1 (Xx 二 yz)? 1—p ” 
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由 dz (zx 二 yy 十 1)! 2 一 (十 > 一 1)1 2 
一 HHy 之 1)， 
| 1《Z 十 yy 一 z)4 i—p (ry 之 1) 
故 n= i (Cz 十 y 十 1) *dxdy， 
TE 
= [(z 十 y 十 1) 2 一 (Cr 十 y 一 1) ?|]drdy. 
oral 1 


车 p>1, 则 当 x+y> 一 1 时 ,| 二 二 一 十 0, 玫 一 十 ,又 显然 有 1， 之 0, 克 此 时 积 


7 十 y 一 z|? 
drdydz 、 
下 [Ty 一 zl? 发 数 . 


vi] 


计算 下 列 积分 : 


1 1 1 
[43196 | | | 32. 
nyJoJa TY 


解 ” 由 于 被 积 函 数 非 负 , 故 


1 [1 [fl drdydz __ | dx | dy | dz 1 
| | | XIyz” ox Joy Joz” (ll—p)(l—g)(l—r) ( SS 
1 1 


1 ~ ~ 
注意 , 苦 p 之 1 或 g 之 1 或/ 宕 1, 则 | | drdydz = 十 一， 


oo XYyZ” 
i dxdydz 
mn | 
rl 


提示 注意 到 被 积 函数 非 负 , 采 用 球 坐 标 即 可 获 解 . 
解 ” 采 用 球 坐 标 , 由 于 被 积 函 数 的 非 负 性 ,有 

dzxdydz ff 到 一 dr .1_ 4 
由 (十 六 十 袜 | do | ,cosdy | 六 2 3 3- 


人 


drdydz 
【4198] i Oy yr 


ty tl 


解 ” 采 用 球 坐 标 , 由 于 被 积 函 数 的 非 负 性 ,有 


dzxdydz _ 全 上 _ 上 7 | a 
| Cy dp) ow), pr), sd 


作 代 换 /= 忆 , 则 当 p 二 1 时 ,有 
1 rr 1 


,Cd 


| 疗 (1 一 1)-?di== 5 B( 于 ,1 bp). 


drdyd 四 3 
从 而 . 当 p 过 1 时 .有 十 Cy 2xB{ 11 pb). 


Tvl 


. 
注意 . 若 pb 之 1. 则 | 上 二 (1 一 站 -di 一 十 cc, 故此 时 


a 
dxrdydz 加 
， | (1—x:—y—z)? 1 


-yl 


[4199] | | 全 cdrdydz 


解 ”采用 球 坐标 ,由 被 积 函 数 的 非 负 性 .有 
| | 六 ee “dzdydz 一 | az 『 cosydy | Pe” dr=4x | re qr. 


下 
2 
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作 代 换 广 二 4, 则 | Per dr 二 | 人 ed= rr( 壮 )= 二 (了 )= 痉 .， 


2 2T\2/™ 7 1 
于 是 ， | - [- [| er drdydz—n3. 
【4200】 计算 积 | | l | e Pr dr dr dr;, 


3 3 
其 中 PCz ,zt) 一 >， >， azrizi (ay 二 4) 为 正定 二 次 型 . 
了 


了 一 | 


解 用 A 表 和 矩阵 U21 U22 423 


U3l dd323 433 


由 于 二 次 型 >”》 axix, 是 正定 的 , 故 由 高 等 代数 中 关于 二 次 型 的 理论 知 :存在 正 交 和 矩阵 


i 
bu br pn 
B= ba bz bzs|, (1) 
ba bse bya 
使 
A 0 0 
BAB=|0 4 0|， (2) 
0 0 A 


其 中 心 盖 0 >03 0; 也 即 在 线性 ( 正 交 ) 变 换 
Xi 一 入 十 机 2 十 有 3 
Xa = bo X14 十 boo rs 二 bos x (3) 
Ta = hax) Th rs bas rs 


之 下 ， 二 次 型 Plxri 2 ,3 ) 化 为 平方 和 : 
3 3 
P(ri ,rz ,XT3)= >) > dy Tx) =A Ti 二 Aero 十 ar32. (4) 
这 1 Ji 


注意 ,由 于 B 是 正 交 矩阵 , 故 B = 一 B(B 表 忆 的 转 置 矩阵 ) ,从 而 ,1B| 一 |b; | 一 土 1. 显然 ， 


D(z XT? 3 ) _ 
四 a 7 
D(xi, x2 ,x ) 


15, | 一 土 1. 


由 (4) 式 ,有 


2 


| l | | " e 0072 3 dridr drs = 三 [ | 全 22 dr’ dx dz’, (5) 


- | ,1 ，_ 1 (zl ,zs ,7z3 ) 1 、 
再 作 变 量 代 换 xi 一 Ul ,Ta 一 Wz sx3 一 wu， 则 二 .于 是 (注意 4199 题 的 结果 )， 
! VA 1 /Xe 2 /A 3 Dlu ,wu ,us ) /XA AzAs ™ 


te fr ft re , , , 
i 一 ha 
| | | @ in 2 了 33 dzldzay dzr3 一 


3 
YY 2 22 7 
e HT du du du 一 


二 | .| .| -关于 
Vs > Vas 
(6) 


但 由 (2) 式 知 ( 记 人 4 一 1a, | 一 |A| ,注意 ,由 于 》) 了) a,xix, 是 正定 的 , 故 A>0) 


'=] J=1 


A=|A|=1B8B |: |1A| .1B|=XANNh. (7) 
于 是 ,根据 (5)、(6)、(7) 诸 式 , 最 后 得 


fr Pp ne 
| 国 | | . €@ fri'rz “3 dx dxs dzs 一 六: 
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310. 多 重 积分 
1 多 重 积分 的 直接 计算 法 “ 若 函 数 f(x ,zs，,… ,zx,) 在 由 下 列 不 等 式 确定 的 有 界 区 域 0 内 是 连续 的 


下 Li 
Tl 入 1， 


2X1) RT ET (1) 


XI TL TT ETE TT 1), 

其 中 x 和 牙 为 常数 ,x2 Cx) TCT (TI (Treo-1) 为 连续 函数 , 则 相应 的 
多 重 积 分 可 按 下 列 公 式 来 计算 : 

『 人 | fn sre sr ) dr dredr, — 上 dy [i drs Fe " Fr er dr. 

| ny . 

2” 多 重 积分 中 的 变量 代 换 若 

1) 函 数 f(x ,xz ,… ,7,) 在 有 界 可 测 区 域 2 内 是 一 致 连续 的 ; 

2) 连 续 可 微 函 数 zi 二 gi 外 ,名 ) (i 二 1,240 呈 7) ,把 Orz ,Xs 空间 内 的 区 域 f2 一 一 映射 成 
0O'&1 ,名 ,… ,空间 内 的 有 界 区 域 2 ; 


3) 在 区 域 0 内 雅 可 比 行列 式 [号 ee Ee 0， 
则 成 立 公 式 


下 …| ez ,da deaeedz,=||， “| ,dh de dE 
特别 是 ,根据 公式 


ZI 一 rcospl， 


xz 一 rsinplcosgz ， 


-1 一 7sinplsinps …Sinpo zcCOosgr-1， 
一 rsinplsinpa Sinp。2Sitngo -1i 
变换 成 极 坐 标 (r, gi 22 1 ) 时 ,有 


一 已 Cz zzzo) =r" 1 sin ?wsin” ?oo msin 
S 1 2 —2. 
DCr,p， ? ? 多 


ee ,pr -1 ) 
【4201】 设 K(zr,y) 为 区 域 REa 委 z 委 bc 委 y> 委 外 内 的 连续 函数 , 且 


b b b 
Kx»y)=| | | KOrt OK ,ta) ee Kt,, y) dt dt dt,, 


a 


6 
证 明 : Kx 一 | K, (Cx,t) KK, C(t, y) dt. 


Kt mrt! (x,y) 


ll 


b b 站 
| | | KOLA KOA KO DK G2 Ke 2) Kn y) di dts dtsdidzi dz dz 
b b pb b 
| {[ | …| K Or) Ks) Kl dade.ds, | 
站 b b 
。 [| | | Ks dK ns) Ky) de drede, |) dt 


b 
=| Kz) Ka (yd 


【4202】 设 太一 zi »X2 ，,"… ,Ts ) 为 区 域 0 过 Zz 入 XTX(1 一 1,2,…,n) 内 的 连续 函数 ,证 明 等 式 : 
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az 1 dz 并 ' fdx, = [a | dz ie | dz (2). 
证 ”考虑 下 面 三 个 有 界 闭 区 域 ， 
人 一 人 (Zrzzyn) [oar,io1,2,. 0) ， 
Qi = {Cnr) | 0Sn Sr 0 Sn 0 zr), 
人 2 一 { (x1 Tas Ts) | ORTs RT Ts ET 1 ETT Snr). 


由 假定 flxi ,… ,XZX,) 在 区 域 只 上 连续 ;显然 ,2 CQ, 人 CQO, 故 f (x ,在 (2 与 人 2 上 连续 . 根据 化 n 重 
积分 为 察 次 积分 的 公式 ,我们 有 


| . “| farede = | dn de | faz,, (1) 
i [fan dz = dn | dz 1l… dri (2) 


下 证 Q1 二 02; ,事实 上 ， 若 (zi，' Xx) EDN 


0 区 TO0 和 RRRT TIT, (3) 
从 而 ， 0 TT (4) 
于 是 ， OST ETT ET ET TE. (5) 


由 此 可 知 (z ,yxa) El2. 反 之 , 若 (xi… ,za)€f24, 则 (5) 式 成 立 . 从 而 ,(4) 式 显然 成 立 , 由 此 又 知 (3) 式 成 
立 , 故 (2 1 TEN ,于 是 人 1 = (2 获 证 . 由 此 ,再 根据 (17 式 与 (2) 式 , 即 得 


[ dz 站 dz | fdx, = | dx» | dz il [ fdri. 
0 0 n 站 交 Tz 
证 毕 . 


[4203] 证 明 ; | dr Pas | fo po) .fC dt, = 去 什 f(zydr) ,其 中 为 连续 函数 . 
提示 利用 数学 归纳 法 . 


证 证 法 1 
我 们 有 | da 站 di 站 1 Fn Fn)dt 


= | fav de 上 fed | fl dt, | fl di,. 
令 F(s) 二 | rz)dr. 由 于 上 是 连续 函数 , 故 下 '(s)== f(s)., 我 们 有 (注意 到 FC(0)==0) 


[We * fa, Dd | fl dz, = 上 | FOR Cd 一 | F211) F(t dt 
n 0 0 


] fl tn 


= [FCG, VY = 到 [FEC 了 ， 


[I 


=0 
,1-0 


由 此 
上 ?fe dt, :| ?fd |” fi) dt, = [i CFC TRF’ C2) ds 
月 0 oO 


1 3 
一 3TLFC a)] 了 
这 样 继续 下 去 ,显然 有 
站 fd | 于 Cd | fl dt, = ten). ! 


于 是 ， | Fn yd fit dt 上 codo= 上 — FD) :fd 
0 0 0 0 (n 1)1! 
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-1 [ CFC6 DIE (nh) de =— FIFO = 二 {| f(Ddr) . 
nl nl 0 


(Ca 一 1)1Jo 
从 而 ， 上 arp 证 人 modr} 
0 9 0 了 0 
证 毕 . 
证 法 2， 


用 数学 归纳 法 证 明 所 述 公式 . 当 nn 一 1 时 此 公式 显然 成 立 . 今 设 "一 上 时 公式 成 立 , 要 证 一 上 十 1 时 公式 
也 成 立 . 我 们 有 


| da |) dn | FO FD flr dies = | fe [| da | fl fur dtr |da. 
由 于 假定 公式 当 ”一 上 时 成 立 , 故 
人 tk 1 {1 下 
| a fd fvaan = 二 (| ADdr). 
日 站 » DO 
从 而 ( 令 FCD= | aodr, 则 下 CD 一 AD)， 


1 上 t t t 3 
| dn | dn] FO fn fr dtr = | fi): 十 {| reodr) di 一 去 | [FOGD FF ‘Cdn 
0 0 0 [0 了 0 


1 El 1 + [| 
= FE) -ar (| frdr) 9 
因此 ,所 述 公 式 当 ”= 一 & 十 1 时 成 立 . 于 是 ,由 数学 归纳 法 知 , 所 述 公 式 对 一 切 正 整 数 n 均 成 立 .证 毕 . 
计算 下 列 多 重 积分 : 


1 fi 1 
【4204】 GD | | …| (Xf 十 ZT 十 … 十 Xi)dzridzx2"*dr,s 
o Jo 0 


1 fr 1 
(2) | | | (zl 十 zs 十 … 十 Zn)2dzidzy…dzn， 
站 0 站 


提示 〈1) 化 成 累 次 积分 即 可 获 解 ; 
(2) 将 被 积 通 数 展开 ,化 成 累 次 积分 并 利用 本 题 (1) 的 结果 . 


1 f1 1 1 1 1 
解 (1) | | | Cit+tt dndrdzr, = | dn | dr | (好 十 嫉 十 十 工 )dzn 
o 0 0 0 站 [9 
1 ] 1 1 
一 | dxi | dzz… | (好 十 到 十 … 十 zl 二 二 )dz_i 
0 0 0 3 


1 1 1 , 1 1 
= | dz | dz | (二 十 三 二 十 双语 二 村 )dzi- 
0 0 3 3 


o 
3 
1 


(2) | | | (zi zt 二 x ) ?dri dr "dx; 


vo 


1 1 
一 dz | dz | [如 十 三 十 -十 民 ) 二 2G 十 63 十 十 i 十 Zo 十 十 Zan 十 Zi， 
0 0 


名 


十 … 十 str 十 十 zz)]dzn 


1 1 1 
= 艺 +2|. dz | dx2 | [Cxixs tri ri) (xo rast Ta zi) 十 十 Xx 1 x | dr, 


| 2(2 一 1 | 2 一 2 | 1 ) nC3nt 1) 


3 4 4 4 12 
x*) 利用 本 题 (1) 的 结果 . 
[E4205] 了 一 加 dzl dz … dz。 
之 0,72 >0， 区 0 
了 上 zz 二 Hz a 
解 解法 1: 
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化 为 黑 次 积分 有 下 一 | oa | 人 
我 们 又 知 


we a a 
| dr | dx, 一 | (aa 一 一 Xz Xn 1 dr, 1 
1 1 1 
(a— x Tn 2 X11) 二 一 (az) 
2 " ” = 2 
3 2 rl ox "x3 1 
| dr | ar | dz 一 | (ari) dr, 2 
0 日 0 站 2 
1 
3 Tx Tan 3) ， 


这 样 继续 下 去 ,显然 有 
a 1 1 2 1 
| dz | drs dc- dz 一 GT 


rr 1 国 本 an 

于 是 ， 1= | Gi X1)" dz 一 T: 
解法 2， 

我 们 有 一 『 di | dz. | dz 


在 右 端的 逐次 积分 中 镍 代 换 : 1 一 ax72 一 0 多 To 一 6， 
即 得 


1 oy 1 
I, = | dé | 名 | 1 1 dé, =a” lle de dé de 一 am 1,(1), 
° ° ° 和 >0, 电 之 0 之 0 
和 二 多 十 … 二 6 所 1 


其 中 1, (1) 表 示 当 a==1 时 积分 I, 的 值 . 
另 一 方面 ,我 们 有 
1.(1)= | dé, el dé dé dé 1 = ,1 (1) | (1—&)"1dé,= 


所 0, 包 之 0 之 0 
和 


1 


反复 运用 上 述 循环 公式 ,可 得 14D= 语 ， 


D1(1) 
nt 


于 是 ,最 后 得 1 一生. 


{4206} | dz 有 dzz | i ET 
人 0 0 
提示 化 成 累 次 积分 或 利用 4203 题 的 结果 , 均 可 获 解 . 


1 7 Ti 1 < 2 
解 | dx | ' dz | zz rn dz, = | dx1 | Y dr | ze dr, ) 
0 站 o 0 0 og 2 
1 Ea Ti 四 
一 | dzi 站 dza … 上 3 。 1 1Z2 QT 2 


1. 了 工 . 1 | or 1 _—_l 
2 4 2 oY WY 9402n Qnl 


< ) 也 可 利用 4203 题 的 结果 直接 得 
1 < 17f 1 
上 dz 站 dz2 [ ' x zdz, 一 二 (| rdr ) 一 2 i 


【4207] le VX 二 zc 十 十 XxX， dxidzxz "dr,. 


n 
Xr tl 


解 ” 作 代 换 T=u (lu), 
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Xi uu (1T 一 Ms》 


Tol ua U1 一 to)， 


Tn Wl U2 "Un, 


则 由 zi 守 0,zs 写 0 ,Tt 守 0,XT1 十 Tz 十 十 Tz 人 1 知 0 委 下 委 1 (i 二 1,2,…,n), 且 有 
lu wi(l—us) 2 (lu,) U2 U3 "Wy 
wu lu) a i un) 1 U3 tn 

1= 0 一 2 us 
0 0 te 2 lu) uu 2 Un 
0 0 一 Wi al 


如 在 每 一 列 的 元 素 上 加 上 所 有 以 后 各 列 相应 的 元 素 , 则 在 对 角 线 下 面 的 全 部 元 素 都 等 于 零 ,而 在 对 角 线 上 
的 元 素 就 等 于 1 ,za 9 IE2 sr UU!1. 因此 ,得 


1 
I=u? us Un—1. 


于 是 ,最 后 得 
1 1 1 
ll AZ1 十 Za 十 … 十 2 dndrwdz,= | | -| Wi 二 dd 1du; 
0 0 


0 
二] 全 0vzz 这 0 va 30 
< 上 + 二 1 

2 

(2P 一 1)1 (2 十 1) 
【4208】 求 以 平面 

为 界 的 nn 维 平行 2 面体 的 体积 ,这 里 设 A= |ai | 天 0. 

解 令 aazi 十 aazz 十 十 anzu 一 各 (i 一 1,2, 7)， 即 得 22 面 体 的 体积 


pe dee hh 
7 | | | TAT 


,7) 


th (i=1,2, 


| | | 
QT TH To TT nT 


Xn 


1 ,Tz 这 0 (一 1 2 7 (qj; 之 0,1 二 1,2,…,n) 的 体积 . 


【4209】 求 ， 维 角 锥 导 十 于 十 … 十 
Ul U2 Qn 
提示 令 x 一 aj&;(i 一 1,2,…,n), 并 利用 4205 题 的 结果 . 


解 令 二 =u6 (i 二 1,2,…,n), 即 得 体积 
ee. *) 
一 aiaz an da dé .de 一 人 2 1 
全 宇 0 人 2 宕 0. .20 2 
S11ép tté, <1 
x*) 利用 4205 题 的 结果 . 
2 2 

【4210】 求 以 曲面 斑 十 王 十 … 十 一 == 吾 ， zx, 一 a， 

Al Q2 Qn—1 Un 


为 界 的 n 维 圆锥 的 体积 . 
解 ” 作 代 换 


Xiaircosg, 


Z2 — asrsingl cosge ， 


To 一 Cn 27Sinpi singe Singp scosgr 2， 
Ta 一 Qnrsinpl singpa … singn 3 Singn yz， 
Ts ants, 

则 域 V 为 


0<r1l,0Rg arn,0Rpg En ,0K RAR 委 2xr 委 < 委 1， 


并 且 


”sin ?gsin” pe…singp 3， 
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于 是 ,所 求 的 体积 为 


1 x x 
V =ads a, | 7 ‘ar| sin” ?gi dp … | Singp -ys dg :| 
0 0 o 


2raladz…an 


TD | Sin gr dp | Singe dp 


2 


n 1 
dp | dz 


_ 2xa1a2 ed 


= | si pd sp dp 


2 ea, 一 一 + 
oy B(2 2 )a(*3 ， 2 )B( 2 ， 2 ) 
rr() T(r( 训 ) r( 训 )r( 吝 ) 

n(n—1) r(27) (2 2) (之 ) 


1 n 3 
2Tcl da "a, , [Fr( 去 ) _ 2naid2 "us 。 rn 
n(n—1) r( 2 ) n(n—1) r("S) 
QQ2 qun Qt1Q2 or 1 ni 
n rT( 3 ) n r(®s +1) Tl) On 


x x ) 利用 3856 题 的 结果 . 


【4211】 求 维 球体 x? 十 下 十 … 十 x 志 a? 的 体积 . 
解 令 必 ae (i 二 1,2,…,n), 即 得 体积 


V, = ll dridrs*** dz, =a"'™V, (1)， 
2 


re a 


其 中 V,(1) 表 示 4 二 1 时 的 维 球体 的 体积 .但 是 


| 


n 


于 


1 到 
=v. .| (1—&)" dé, =2V, 0D sin"'g dg 
1 0 


1Tr(2)r( 去 ) "(3 ) 


=2V, (1)。 


因为 V1(1)=2, 故 由 上 述 循环 公式 可 得 。V,(1)= 一 -于 一 . 


因此 .所 求 的 体积 为 Vm", 


对 于 ?为 偶数 及 奇数 ,分 别 可 得 公式 


ma 2 QD)” oo 


Vm Ti 4 ， Vant!l — cam I) 1! 


特别 是 ,对 于 Vi ,Vs ,Vs 可 求 得 熟知 的 值 :24 ,na ,< ras， 
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【3212 了 求 | …| zsdzidrs…dz, ,其 中 区 域 0 是 由 下 列 不 等 式 确定 的 ， 


n 


十 如 十 … 十 x 1 信 a?， 一 名 < 好. 


提示 利用 4211 题 的 结果 . 


在 a 1 
由 ， 也 用 了 ， , 
| eran, = | dr， | 加 | dzridzrs…dz， 1= 。 一 Tv om 
0 2 2 2 r( ) 


2 
2 Tr | 


解 


x ) 利用 4211 题 的 结果 . 
【4213】 计算 le Sr de de 


i 
1—xi— xr; x 


提示 利用 4211 题 的 结果 . 


1 dzidzy…dz 
明 。 下 - ， 
| Vx xie 


人 1 
Va 
= aaa | 天 一 
， VA VA 
TL ni 人 <l 
53! ，) 2 
T nT 
= | add cs: = 
n—1 n 十 1 
1 人 2 + 5 2 ) 


x*) 利用 4211 题 的 结果 . 

、 加 时 | Ta—l 人 一 
【4214】 证 明 等 式 : [ dzi | dzz | Fezodr= | AD 
提示 利用 4202 题 的 结果 . 
证 dz 站 dza… | f lx) dr, 


一 | ezoar [ dz | dz。，a… [ dzrli”) 一 | rerodr， [ dz | dz [ (Xx— .x2 ) dza 
0 ri, 1 总 0 zl £3 


= | f(r)dr, [ dz | dr， | Lr ) dr 
0 如 | a 2 


ll 


| fcr de [ dz | dz … [ Tar )3 dx 
vu 工 1 Ts 3 


I 
用 n— 


(Xx— x)" 1 


= [ fra) dr | Ta) de 一 | I /dr. 
在 上 述 积分 中 ,将 x, 代 之 以 ,不 影响 积分 的 值 , 故 得 


四 I nl 
| dz 『 do zadz= | f(T du. 
o G 0 . 


x*) 利用 4202 题 的 结果 . 


【4215】 证 明 等 式 : [ zd 人 zdr | f Cre) d re = 元 ;| (Cx2 ue) fC du. 
证 ”利用 4202 题 的 结果 , 即 得 


[nan | dr | forddrn= | fer vd | mdz,| 
oa [ty 


TIntl Tn 


光 
| idzi 
了 2 


ntl 


(7 — Xt)’ xs dr 


= /cvVdr) dr | = 1dz 1 二 Cz — x? ) ra drs 
四 了 了 


= rasodn| mdr] > Zi idz li， 
0 了 


了 1 


112 


” al =| 
| Zen 1 ? 7 )》 Xs, dT ， 


在 上 述 积分 中 ,将 zx,. 1 代 之 以 u, 不 影响 积分 的 值 , 故 得 


1 2 3 
Dont Te) 一 2 1) dz i， 


ad dr fr dr = | Cf du 


【4216】 证 明 犹 利克 雷公 式 ; 


, py 1 py 1 Ppa! ,. TCD)PCp Tp,) ,. 
ll | Xl Xs I dridzrz dr, Fp Tp Ftp + 1) 《ppp >0). 


TL Tg 


zal 


提示 用 数学 归纳 法 证 明 . 

证 ”我 们 应 用 数学 归纳 法 证 明之 . 

当 4 二 1 时 ,公式 显然 成 立 , 即 | xf dr = 
Or] Sl 


其 次 , 设 公式 对 n 一 1 成 立 , 今 证 公式 对 nn 也 成 立 .为 此 ,将 公式 左 端 写 为 


1 » 
户 1 p 1 p> 一 上 p, 1 
| Xx” dx, | Xl 722 Tl dridra'*dr,1. 
0 


Tt 


1__T(p) 
p: Tipit1) 


在 里 面 的 ”一 1 重 积分 中 作 代 换 
TTI)é ,T(r 1 二 1), 1, 
即 得 
TOPpOTC pa) TC pp, 1) 一 ya 
TOPpi 二 pa 二 二 pai 二 1) Jo 2 
Tp wT(p,1) 
TCpi 二 … 十 p11 十 1) 
TPpOTp 1) ,Tip IOT(PiT…* 十 pi 二 1) 
Tipit 二 pi 十 1) (Pi 十 … 十 声 十 1) 
四 PP PCp) 
TCpi+Tp; 二 十 pp 十 1)° 
这 样 一 来 ,我们 得 知 公 式 对 n 重 积 分 也 正确 . 从 而 ,对 为 任意 的 正 整 数 时 , 狄 利 克 雷 公式 均 成 立 . 
【4217】 证 明 刘 维 耳 公式 : 


四 


1 dx 


Blps ,pi +p 1 二 1) 


le fnt rtet rr x Tor dridraen dz, 


EE 
TT] 72 i 


Tr 


a 1 
es | fou)url Par hn :dz (pp ss p>0), 


式 中 f(w) 为 连续 函数 . 
提示 用 数学 归纳 法 证 明 . 
证 ”我们 应 用 数学 归纳 法 证 明之 . 
当 n 二 1 时 ,公式 显然 成 立 . 当 n= 二 2 时 ,公式 也 成 立 , 即 


, 1 
fn te) a dridr = te | Jean 加 da 
1 2 0 


了 产 0x2 0 


| 


事实 上 , 令 0 表 区 域 :x 之 0,X; 之 0,X1 十 zs 人 1. 作 代 换 Ti 一 名 ,2 十 Ta 一 名 ,及 (一 各， 
2 


_ 1 3 
则 有 由 aa ‘zh tdrdn= | fod | 6 ‘(& 8 ds 
n 


1 1 1 
站 171 yp lop -pi -Te | pl “p21! 
| fl(&)dé | (1—1) 6 di Pip Fp ,ff(&) 2 de 
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] 
flwu"! de 


a 


-ee | 
TC(pitp) 


其 次 , 设 公式 对 于 n 一 1 成 立 , 今 证 对 于 公式 也 成 立 . 为 此 ,将 公式 左 端 写 为 


| pI] lps 1 p11 tr {gt 1) pl 
pe IT! To i dxidr2 dz 1 frt rt rr dx,. 
DO 
rr 

ttt 


1 7 
令 wo= | GE 十 tw) dr 


品 


代 人 上 式 , 并 利用 公式 对 n 一 1 成 立 的 假定 ,得 知 上 式 为 


FPCpP DPCBp TCP, 1) | 
NS 1) 


利用 上 面 已 证 的 "二 2 时 的 公式 ,于 是 即 得 


PD Pm 1 dr. 


0 


一 上 一 1 -1 
le fx 十 ze 十 十 xn) 人 0 hy dx dxs** dx, 
rr 
| tz tr el 


_ TCOp)OTCp2) "Tp 1) | 
Tpitp: tt p11) 


PC)PCp PCD 1) 
TC(pit pt pi1) 


1 一 
、 二 1 国 
dt | ft rt "2 名 -1 人 dr， 
0 


日 


1 十 和 一 一 
| ft rd did 


(EE 
nn 


一 rr 过 
A 


_ TP)OTCpa) :TC pi) 。 TOP 二 pz Tp .TCp,) | fu" psi p, ld 
TCpit pt psi) TC(pit pz p,) 0 
| 、 六 二 1 
Tp Tp tp) | fu u dx， 
即 公 式 对 于 nn 成 立 .从 而 ,公式 对 于 为 任意 正 整数 均 成 立 . 
【4218】 将 区 域 这 十 泪 十 … 十 x 之 R? 上 的 重 积分 (n 宇 2) 
| VR TT Td ddz, 
“a 
化 为 一 重 积 分 ,其 中 f(u) 为 连续 函数 . 
解 ” 作 代 换 XT1 = Rrcosg, 
7 = Rrsingicosg:, 
x- 1 = Rrsingsings :sing, 2cosp 1， 
Ts = Rrsingi sings*** Sing, ysSinp 1， 
则 有 I=R’r” sin” ?osin’” ?gsing, > 
于 是 ， 
lel fvVritrit xi )dri dr dz, 
0 
1 A n n 2x 
=-R | | sin” ?gi dg | sin gdp | sing, :dp :| dq, 1 
好 全 [4 0 人 


(1)r( 二 ) r( 号 3)r( 二 ) r(3)r(3 
全 


二 2rR" 


) ， 
| RD dr" 


n-2 


2r* nxn 
r( 喜 ) 


# 
=R" | wt /CR du. 
0 


1 生 1 
=R | feRDdr RE | 7)? fCRD dr) 
站 


(三 ) ' 


J 
co| 
一- 一 
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x ) 参看 4210 题 的 计算 过 程 ， 
【4219】 计算 半径 为 尺 , 密 度 为 wm 的 均 质 球 对 自身 的 引力 势 , 即 求 积 4 
BB 中 dzidyidztdzzdyzdzz 
“ 2 天 1 2 ” 
zf yd te CRE 
sy ts SR 
式 中 ri.2 一 V(X 一 并 十 (yi 一 y2) 十 (zi 一 zs) . 
解 我 们 有 = dranda 本 eee 
zf ty te rR 
由 4155 题 的 结果 可 知 ee 一 2rR: 3 nr 
1.2 


2 ty td iR2 


其 中 二 Vxi 十 十 zi .于 是 (利用 球 坐 标 )， 
2 2r 亚 R 
u 一 全 i (2xR: 一 二 ) dx, dy1 dxz1 = 今 | dz| ， cosydy | (2xR: 一 二 mr 


加 
ry + CR? 


【4220】 设 >») ajy TiTj CQ 


11=1 


二 ai ) 为 正定 二 次 型 ,计算 n 重 积 


+ Pee 二 co 
Bd gn andr. 


te 


解 ” 作 变量 代 换 
Xi=y;Toa (i=1,2,. 
其 中 诸 常 数 a; 以 下 再 确定 . 于 是 , 易 得 (注意 到 a, ==aj) 


Dent Dharte 


ivy=1 


-wy wt2 > [ Da) th lt Do mat Dharte 


1 一 1 fj 一 1 


… 7) ， 


由 于 》) wy x; zj 是 正定 形 , 故 必 有 6 一 |a; | 之 0, 从 而 ,线性 方程 组 


> ap atbi=0 (i=1,2,.,n) 
j=1 


,on, 今 取 变 换 (1) 式 中 的 诸 a; 即 为 方程 组 (2) 的 解 .于 是 ， 
Do 2 DD brit Day, yte’, 


一 


有 唯 -- 的 一 组 解 a ，… 


其 中 


‘= > (> Uy Qy )a 十 2 y ba; 十 c 二 一 
下 面 我 们 用 诸 cj lb, 及 re 来 表示 ec , 令 


a pb, ce 
(n 十 1 阶 行列 式 , 即 | as | 的 加 边 行列 式 ). 将 此 行列 式 的 第 一 列 乘 上 a ,第 二 列 乘 上 u ，… 
加 到 第 n 十 1 列 上 去 ,并 注意 到 (2) 式 与 (4) 式 ,得 


y， biait+2 p> 2 ai 十 c 一 y， 2i ai 十 c. 
i=1 i=1 i=] 


) dr 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


,第 nn 列 乘 上 a 都 
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， 
Qi : 0 Ci : > asay + bi as : 0 
j=1 


故 “= 今 . (5) 


由 于 > asyiy; 是 正定 二 次 型 , 故 由 高 等 代数 中 二 次 型 的 理论 知 , 存 在 正 交 矩 阵 


1.1=1 
pu 1 pi 
P=(p;,)= | : ; |， 
Pa pm 
使 在 线性 变换 
yi 二 5S) Piz, (i=1,2,.",n) (6) 
j=1 


下 ,二 次 型 变 为 平方 和 : 


>», dag yiyj 一 Ne， (7) 
i=1 


1 一 1 
其 路 盖 0( 一 1,2, 2) 也 即 
Ai1 0 
. ， (8) 


a a 
其 中 A=(w)= | : ; | .由 于 了 为 正 交 矩阵 , 故 P 7' 一 PCP' 表 了 的 转 置 和 矩阵), 生 |P| 一 |p, | 一 士 1. 
a a 
由 (8) 式 又 知 
6 一 |oy|= 王 |P1。141 .1PI 一 Ash (9) 
根据 (1) 式 与 (6) 式 ,可 知 


Dr ,ra)] Dy yr) 
Dly1 sr* sy ) " D(z1 ,°°* ,za ) 


于 是 ,利用 广义 n 重 积分 的 变量 代 换 公式 ,并 注意 到 被 积 函 数 的 非 负 性 ,得 (注意 (3) 式 (5) 式 与 (7) 式 ) 


十 ce fae oo n n 
了 二 | | -| {Dre te) dzidzs dz， 


了 
oa 


|p;|=1P|= 圭 1. 


od 一 


+eo f+ te nn _， De ,i ) 
一 | (2, i + } Do ry dy dy dy; 
-站 ee > a yy, 
一 e1 上 | | e (2 5 } dy dys dy 


万 (人 yy) | 
) 


Dz ss, dz1 dza *** dz, 


四 
A fi Fro to 2 
一 | | | ei 


oo 十 om 十 ax Ww 2 
| e 之 6 dz dz dz 


一 co 


| 
? | 
wb 
~ 
“一 
1 十 
8 
m 
> 
[= 
心 
六 一 一 
一 一 
-一 
上 + 
8 
mv 
~ 
[= 忆 
心 
-一 一 
一 人 人 
“一 一 
和 
3 
[a 
el 
3 
-一 -一 


上 2 1 户 2 2 | te 2 Vn . 
e iidz;=— e ”dz 一 一 - e ”dx 一 -一 (i 二 1,2,.",n). 
| - JE ze VT 
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以 此 代入 上 式 , 并 注意 到 (9) 式 ,最 后 得 


n a n 
po po pt a 五 
一 | -2 Db te 一 入 TT2 T -各 
1=| | -| e | 2 "| dzidze…dz, 一 e 3 一 e 3 
一 = A Az eA 仓 


a -ee 


311. 曲线 积分 


1 ”第 一 型 曲线 积分 若 函 数 f(x,y,z) 在 平滑 曲线 C 
X=X(1), y=y(t), xz 一 zx(0 (to tSET) (1) 
的 各 点 上 有 定义 并 且 连 续 ,ds 为 弧 长 的 微分 , 则 


T 
| rezsyed= | fx yz) Vr ty (Hz Ct) dt 
后 to 


这 个 积分 的 特征 在 于 它 与 曲线 C 的 方向 无 关 ， 
2” 第 一 型 曲线 积分 在 力学 上 的 应 用 着 p 王 p(x,y,z) 为 曲线 C 在 点 (zy,z) 的 线 密度 , 则 曲线 C 的 质 
量 等 于 : 


M=| p(x,Yy, 2) ds. 
[a 
此 曲线 的 质心 坐标 (xo ,yo ;zo) 由 以 下 公式 来 表示 : 
1 1 1 
= 襄 | p(y ds =| Ip (ry), = 一 站 | sp (ry ds 


3” 第 二 型 曲线 积分 若 困 数 P 二 Plzx,yy;,z),Q 一 Q(zx,y,z),R 二 R(xz,y,z) 在 曲线 (1) 上 的 各 点 是 连续 
的 , 且 曲 线 的 方向 是 使 参数 :增加 的 方向 , 则 


| Plx,y,z)dr+Q( (zr, yz) dy RCr, yz) dz 
‘ 


7 
一 | {PELxC2) ,y(t) ,2 )r (DO 十 QLz(O ,yz C0) ]y (1) RErC) yi ,z(t) Jz’ (1) } di. (2) 


当 沿 曲线 C 的 方向 变更 时 ,此 积分 的 符号 也 变更 . 在 力学 上 积分 (2) 是 当 其 作用 点 描绘 出 曲线 C 时 变 力 
{P,Q,R} 所 作 的 功 . 
4 全 微分 的 情形 若 
PCzyyz)dz 十 QCzyyz)dy 十 民 Czyyz)dz 一 dz， 
式 中 4 二 w(x,y,z) 为 区 域 V 内 的 单 值 函数 , 则 积分 值 与 完全 位 于 区 域 V 内 的 曲线 C 的 形状 无 关 : 


| Pdri+Qdy+ Rdz= u(r ma) 一 ur sy 21), 
. 


式 中 (zy ,zi) 为 积分 路 径 的 始点 ,(xi ,ys ,zz) 为 其 终点 . 最 简单 的 情况 下 , 若 区 域 V 是 单 联通 的 ,而 函数 
P,Q,R 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 , 则 上 式 成 立 的 充分 必要 条 件 为 :在 区 域 V 内 ,下 列 条 件 恒 满足 : 
ap 0Q 9Q_ aR aoR ap 


ay dr’ Fe dy’ dr 92 
这 时 ,在 区 域 洲 是 标准 长 方 体 这 种 简 间 情形 下 , 本数 可 按 下 而 的 公式 来 求 和 
ur 一 | Persyndzt | Qorowyz)dyt | Ror,y,z)dete, 
其 中 (xi sw sz) 为 区 域 V 内 某 一 固定 的 点 ,而 。 是 任意 常数 | 
计算 下 列 第 一 型 曲线 积 


[4221】 | (x 十 yds, 其 中 C 为 以 OC0,0),A(1,0) 和 BC0,1) 为 顶点 的 三 角形 转 线 ， 
解 | 《XZ 十 y) ds 一 | (Xx 十 y)ds 十 | 《XZ 十 y) ds 十 | (z 十 y)ds 
[My Os AB BO 


1 1 1 
= | zdz+ | Vzdz+ | ydy 一 1 十 V2. 
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【4222】 | ,其 中 C 为 摆 线 x=a(t 一 sint),y= 一 au 一 cosf)(0 委 要 2x) 的 一 拱 
‘ 


解 ” 弧 长 的 微分 为 ”ds = V(dr): 十 (dy)* 二 Va?(l—cost)’: 二 aisin:t dt 一 2asin 去 d. 
- 2 os za 3 [3 256 ， 
于 是 ， 六 ds 一 2a sin 本 人 1 一 cost) dt= 8a sin 本 和 一 324 sin udu— se. 
[和 {0 站 站 
【4223】 | (十 y)ds 其 中 C 为 曲线 x 二 al(cost 十 tsint) ,y= 二 a(sint 一 tcost)(0 太 1 壕 2x) 
‘ 


解 ” 弧 长 的 微分 为 


ds= Va’ticositia tsint dt=atdt. 


2x an 
于 是 ， | +)d= | La’ Ceostt tsin)’ tar Csint— tcost)’ Jardi= | ait(l+re)dt=2x a (lt+2r7). 
C 0 


0 


【4224] | zyds 其 中 C 为 双 曲 线 x 二 achi,y 二 asht (0 委 ! 委 癌 ) 的 弧 
‘ 


解 ” 弧 长 的 微分 为 ds= Va’sh’ti+a’ch’t di=—=a Veh2r di. 


1 3 
于 是 ， | ryds 一 四 站 chtsht Vad= | sh2t VER a= 盾 | 本 于 dch20) 一 上 VE 一 1)， 
0 0 


【4225] | (xz 十 类 )ds, 其 中 避 为 星 形 线 x 了 十 y 生子 


a3 的 弧 . 
解 ” 解 法 1: 
4 
按 直角 坐标 方程 计算 , 弧 长 的 微分 为 ”di = VITy?dr= 和 dx 
3 
a 4 了 4 1 fe 1 2 7 
于 是 ， | | [x 二 (a 一 zy)? ]Sdr=dat| (2x 二 a 一 224 724)dr—4af. 
c 0 TI3 0 
解法 2: 
按 参 数 方程 计算 , 若 令 x 二 acos’t，y 一 asin’7, 则 
ds= V9azcositsin2t 十 9azsinttcos tdt= 3acostsintdi (0<1 所 3 ). 


于 是 ， | Cr 十 对 ) dy 一 4 (cos'ti sin! 3acostsinidt =24a3 | sin’ td( sinz) =4a3. 
区 和 n 


【4226】 | ed 其 中 C 为 由 曲线 ravg 一 0,9 一 于 (r 和 9 为 极 坐标 ) 给 出 的 凸 转 线 


解 ” 凸 围 线 由 三 段 组 成 ,分 别 是 ;直线 段 g 一 0 (0 委 r 委 a); 圆 弧 段 -一 a (0 所 了 才 ): 直 线段 9 


开 
4 
(0 所 7 志 a). 弧 长 的 微分 相应 地 是 ;ds 二 dr;ds 二 Vr 十 rdp 二 adgp;ds 二 dr. 于是， 


| eV ds= | er dr 十 上 e“d dp 十 上 
全 0 0 


e 


erdr 一 2(0ee D+. 


【4227】 1ylds 其 中 为 双 组 线 ( 世 十 加 一 o2( 巡 一 光 ) 的 弧 


解 ” 双 纽 线 的 极 坐 标 方程 为 过 一 a Te 


ds= Vr dp 一 


d 
WA 去 
于 是 是 


二 
dg=4a’ (— cosp) =2a: (2—V2). 
V cos20 


0 


[4228] | zds, 其 中 C 为 对 数 螺 线 r 一 ae (&> 0) 在 圆 r 一 a 内 的 部 分 . 


| |y|ds =- a WVcos2psinp 
人 0 


解 ” 弧 长 的 微分 为 ds=ae®? VIitk dp (~—~<g<0). 
于 是 ， | zd= sereosg a VITR dp VITE ep ee | = 
《7 a 
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【4229】 | VTTYdy, 其 中 CC 为 加 周二 二 ax 
解 ” 对 于 上 半圆 周 , 弧 长 的 微分 为 


一 27r a a 
ds=A/1+ (< dr 二 上 dr 二 dx (0O<xz<a). 
Ss + ( Dy ) I ay x 2 4 XEd 
5 二 a i dr 
于 是 ， | Vr 十 y ds =2| Max “ dz 一 avVa | 一 2a2 
© 1 2 Var—x’ 0 Ma—x 


[4230] | 村 中 为 县 链 线 y 一 ach 二 


解 ” 弧 长 的 微分 为 ds 一 /1 十 shz dr=ch 于 dz， 


ceh 到 dlsh 立 
于 是 ， | ds | a 一 dz 一 l | Me < )_ arctan (sh = ) 
Cy J » 相当 a x a 
a 


求 下 列 空间 曲线 的 级 长 (参数 是 正 的 ) : 


【4231】 > 一 3 y 一 3 zx 一 2 ,从 O00,0,0) 到 A(3,3,2). 


解 ” 弧 长 的 微分 为 dy 一 wz 十 y 十 zx dt=3(2t: 二 1)d. 
1 
于 是 , 弧 长 为 5 一 | 3(22 二 1)dt—5, 


【4232】〗 =e ‘cost.y=e sintz 一 e ‘, 当 0<!<+o0., 
解 ” 弧 长 的 微分 为 ds 二 Ve *(cost—sint)* 十 e “(cost 二 sint)?: 十 e ”di 二 V3e 'di. 


上 
于 是 . 弧 长 为 :| uv 
[a] 
【4233】〗 y=aarcsin ,之 一 4 In 和 ,从 0O(0,0,0) 到 A(Czoyvyo ,zo ). 
解 ” 弧 长 的 微分 为 d= | a) 
x A ri) 2(a—7x’) “ 
于 是 , 当 Xo 守 0 时 ,有 
~ 2 22 
一 六 二 和 dr- 和 nll tll; 
当 z<<0 时 ,有 
村 3 2—2 2 十 0 
= | Dr dr ln 一 zo = |zo | 十 | zo |. 


0 
总 之 , 当 |zr<a, 有 一 |z|1 十 |zo|. 


9 ， 
8 


【4234】 (xy) :=a(lrity) 大 一 虹 


;从 O60,0,0) 到 A(xo ,yo ,zo). 


解 由 (x 一 y)* 一 alzx 十 y) ,太一 一 名 开 可 解 得 


1T1 /9ay’s /ga 3 1T1 ge as “1ga : 王 
x ;| L(Y) eNet ?到 | 二/( 合 ) 3 ye | 


注意 到 
dry* rdy 8 ga 3 2 ga sz Va 3 AM3a2 3 
(全 ) + (他 ) 9a? ( ) V+ (¥) Vz Vz 十 6 ™ ， 
于 是 , 弧 长 为 
可 V9a sr) Va 3 -本 加 Ve 9a 3a 1 ，，3VL 
:NV dN tl 
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[4235] xz? 二 +y =cz, > 一 tan > ,从 O60,0.0) 到 ACxo ,yo ;20). 


提示 取 曲 线 的 参数 方程 为 z= 二 Wcxz cos ，y 一 Wecz sin ，Z 一 。 


解 ” 取 曲线 的 参数 方程 为 x 二 Vcz cos 三 ， y 一 wecz sin 过， z 王 z; 则 弧 长 的 微分 为 


2 


? 
“| (3 V 三 im 三 ) +( 半 sin AN 二 cos 三 | 中 dz ME+Etl de 
2Vz C ( C 2wVz c Cc C 4z 5c 


= td =|" Vz dz 十 | 
9 VAdcz 
【4236Y Ty 二 Tz =a, Vrty 人 B(x,y,z). 
解 令 XY== Va 一 cosp1y 二 Va 一 x sing, 不 妨 设 z>0, 则 有 
5 
z= V 对 一 (三 十 到 ) a ( (1 mms) -athy 


d= Vea (1+ 2 ). 


了 了 -一 a _acosp _ asing 有, Je 税 
而 VO 一 VO 下) 一 于 ' 故 x 一 各 ,y 一 和 玫 ,< 一 athy 为 曲线 的 参数 方程 , 弧 长 的 微分 为 
dz dy\ dz\ ， ch2o 十 sh:o 二 1 , d 
ds V 宇 ) 二 (号 ) 二 (号 ) d9 一 4 和 A/ pg dp 一 V2a chg: 
十 是 . 弧 长 为 
2 一 
站 -Ge ez 十 e -eid za 1 十 ( TF de 
“ 十 ”) x 
一 2V2uarctaney 一 2V5a (arctan 和 一- 至) 一 VIuarctan —— ， 
a a a — 2 
容易 推 证 , 当 <0 时 . 绝 长 为 一 V2 aarctan -天 二 
a 一 之 


总 之 ,最 后 得 s 二 V2 aarctan 


xl 

/a 

x*) 由 z 一 atanp 知 : zx(er* 十 e 7?) 二 a(er 一 e ?)， z(e”? 十 1) 一 au(e*? 一 1)， 
a 二 Tz 和 __atz 


从 而 ， ee 一 或 e9 


QQ 之 


a 二 之 A a— Va — 2 1 之 a— Va —z 
x x t (arctan 一生 一 一 王 )- ， (arctan Ei) 
x x ) 由 于 an i 4 之 tan 2 3 2 
> 十 之 a 1 
故 在 主 值 范 围 内 有 ” arctan 一 Farctan 
Va —2 4 Va —e 


计算 沿 空间 曲线 的 第 一 型 曲线 积分 : 


[4237] | (xz2 十 风 十 呈 )ds 其 中 CC 为 螺 线 工 一 4cost.y 一 dsinf,z 一 可 (0 壹 127) 的 一 段 . 
. 
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解 ” 弧 长 的 微分 为 ds 二 Va 十 六 dt. 于 是 、 


| (zz 十 六 十 z*)ds 二 Vai 十 奖 | (a Pedi= A 30 Frm) Va th . 


4 3 


[4238】 | zds, 其 中 为 回 周 z? 二 十 必 一 二 y+ 一 0. 


提示 由 对 称 性 知 :| zd 二 | > 由 = | zd 
解 解法 1， 
由 对 称 性 知 : | rd 一 | wd 一 | zx:ds. 于 是 ， 


2 1 2 | 2xe’ 
| x ds | (十 六 十 二 ds 3 ds 3 


解法 2; 
w= ,一 之 十 y 一 2z 一 工 十 > 十 > 
作 代 换 万 ， 个 ， 霹 


, u v TV u vy 1 ， 1 fr 
:ds= 十 天 十 :=| + := 二 | 3 好 十 下 s+ 去 | :ds 
jz ds | (让 V6 育 ) d 四 ( 廊 语 ) d 6 34 vd V3 ud 


则 圆周 C 化 为 必 十 下 十 二 a tw 二 0. 杆 是 


1 2 1 2 1 1 3 1 ff 3 2 二 | 3 i 
6 | ds 十 3 | u 二 | uvds Ee 十 3 | a’ COS ?det 万 a cosgsingdg 
1 ， 1 2 

一 十 二 ra 一 二 ra: 
3™ 3 3 


【4239】 | zds, 其 中 (为 圆锥 螺旋 线 工 一 icosiyy 一 fsinls=， (0 过/ 过 1.). 
. 


解 ” 弧 长 的 微分 为 dx (cost 一 isint 六 十 (sint 十 tcost 六 十 1 dit= V2 十 六 di. 
于 是 ， | 过 ds 一 站 tvV2+e di 一 广 [(2 二 太一 2 
c 站 


[4240] | zds, 其 中 为 曲线 芯 十 洋 二 2 ;六 二 ax 上 从 点 O00.0,0) 到 点 Atayasav2) 的 弧 ， 
. 


! 日 
解 由 曲线 方程 得 之 二 了 Fy 2 Vy a. 


从 而 .曲线 的 参数 方程 可 取 为 “z 一 世 ， y 一 y， :一 了 之 Var 


,jc 的 入 2 /2yYy 2y ta Ve 
弧 长 的 微分 为 d /人 ) + 二 |- | dy 一 A/ dy. 


于 是 ， 
A fy A /8Y 十 9a y +2 _¥3 | Vy 9 21 1 
Ja | 2 y te a (ya’) dy a ds” yaeyY te dy 
_V2 『V ;1 9a? 17a 2 ,9a 
a Jo (y+ 高 ) 167 d( x+ 向 ) 
y | ?< 4 “ 
I 17a ,9a? 
1 7 NY ty fe a rin» tt 4 “| ， 
2 19 2 
V2 252 19 25a 二 SMW 32 9w 17a 1 17a: 
a 2 2 a7! 16 614 2。16 7 16 
17a’ 
_ V2 25a' V38—18a’ 十 好 17a’ In 16 
a? 128 a 2»16* , 19 
25a: 十 8 2 
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25 十 4 “| 
100 V38 一 72 一 171 . 
一 二 村 2 17 


【4241] 设 曲线 rz 一 acost,y 一 psint (0 委 :I 委 2m 在 点 (z,y) 的 线 密度 等 于 o= 1y| , 求 其 质量 
解 ”质量 M= | 1y1ds, 其 中 C 为 椭圆 了 一 acostyy 一 psing (0<<1<27). 
先 设 w>> 包 这 时 

ds= Wazsinzt 十 形 cos2tdi 一 w VT 一 ezcoszt di 


1 2r 
Ad 一 | absint V1—e cos’tdt | al(—pbsint) V1l—e costdi 
a 


™ 


-ab| V1—e:cos’ id(eos) +ab | V1—e costd(cost) 
1 1 

=ab| Vl—ew dutab| Vli—e wu du=4ab | V1l—eu du 
一 1 一 上 


au=1 


E 


#0 


=426[ 2 eu VI—ew + ; arcsin(en) | 


一 2 及 十 2a pb arcSsine 
E 


次 设 4 过 5. 这 时 ds 一 Va’sin ttb cositdt=a V1lteicositdt, 


其 中 一 0 一。-. 仿 前 ,有 


x 2x 
AM 一 | apsint ww1 十 sicos2rdt 十 | 


x 


I 
a(—bsint) Vv ITacosid=4ab | V1lteiw du 
[a 


= | Tew VITee + FlnCeut VTS | 
1 : 


最 后 , 若 a 二 5, 则 椭圆 退化 成 圆 , 这 时 ds 一 adt, 故 


一 ?二 200 Ge 十 V1 十 ai ) 
El 


四 2rx 
M= | a: sintdt 十 | (—asint)adt= 4a’. 
0 


28: 二 2ab es, a>b, 


M= /下 
26: + 2ab me te le), ,i,, 
1 


da’，, 4 一 5， 


2 _ 了 2 2 2 
其 中 一 Ya 二 和 (o> 虽 ， @1— Me ab), 


2 a 


,zx 一 各 # (0<t<1) 的 弧 的 质量 ,其 密度 按 规律 一 /党 而 变化 . 
解 弧 长 的 微分 为 ds= Mai af iat dt=a Vitr tr di, 
而 密度 p 一 A/ 2 一 上 于 是 ,质量 为 ( 作 代 换 w=) 


【4242】 求 曲 线 x 二 a1,y== 


1 1 
-| Mds=a | t V1lt+et+e d= 各 | V1 二 utu du 
人 [8 [| 


1 


xz 十 本 
= 号 | 5 VETTE + 晤 mn( e+ 二 二 AT | 


_a 3 ， 3 十 2V3 
8 | v8 1) 2 ln 3 | 


0 
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【4243】 计算 均匀 曲线 > 一 ach 寺 从 点 A(0,w) 到 点 有 及) 的 弧 的 质心 的 坐标 . 


解 ” 弧 长 的 微分 为 d=/1t sh dr=eh Td. 


、 “ 并 5 ，) 
质 其 为 M=p | ch 了 dz 一 ash 二 一 Oo Vh a . 
0 
于 是 ,质心 的 坐标 为 
ef 工 ， oo b 2 b 1 了 一 一 2/h 
Lo | ch 了 dx | absh 一 (ch a 1) a b Vvh a a 人 1 ) 
一 /一 ha 
“WATa 
四 Tam 上 2 XT ap [ 1+ch2x 一 给 | 子 a 茎 |] ” 
2 vi Mar MM), 2 J ML2tashell, 
_am/b a 2b\ a pb h VvVh—a Y_h CD 
十 三 sh 十 让 一 了 十 一 一 
疙 (3 sh ) 二 (如 + 人 各 a ) 2 2 /hn —a’ 
7 
x ) 由 1=uch 辫 知 :ch 二 一 丰 . 从 而 ,sh 二 一 /ch 4 1 ha 
u a [2 a u [2 
【4244】 求 摆 线 x+ 一 a(t 一 sint)，y 二 a(1 一 cost) (0 委 : 委 xx) 的 弧 的 质心 . 
解 弧 长 的 微分 为 ds 一 Va’(l—cosi)’: ta’sin’t di= 2asin 地 di. 
质量 为 M 一 2apo [ sin 万 由 二 hap. 于 是 ,质心 的 坐标 为 
Xo 一 广 | pralt— sint) * Zasin 让 二 9 上 tsin 5 dr 2 sintsin 一 
四 和 ™ ™ 呈 放 澳 a 下 31 +t 
一 一 atcos-7 +a| cos 了 7 di 十 4 | (cos 了 一 cos 了 )di=4 
1 fr* .i a lf" .ft a 
yo = 证 | oa(1 一 cost)。2dsin 2 dt= 2 [ sin -了 drt 了 | ( sin 人 ) di 
【4245】 计算 球面 上 的 三 角形 x 十 y 十 x? 一 a ;XY 之 0,y 之 0,z 之 0 的 围 线 的 质心 的 坐标 . 
解 ” 作 球 坐 标 变 换 I=rcospcosy, y=rsingcosg, z=rsing, 


则 球面 上 的 三 角形 三 条 曲 边 的 方程 分 别 是 : 


X=acosp, y=asing, z= 0; 0<ge; 


X=cosyg, y=—=0, z=asinyg; 0<ys 了 ， 
X=0, y=acosy, z=asiny; 0<y 扩 . 


Q_ 3na 


又 因 围 线 的 周 长 为 * 一 3* 到 一 : 芝 . 于 是 ,质心 的 坐标 为 


上 acosP。 adp+ uacosy * uady 2 ha 


0 


及 3ra 3ra 3n. 


2 2 


利用 对 称 性 知 :z。 = 一 二 和 
T 


【4246】 求 均匀 的 弧 x 二 ecost,y 二 e'sint,z 二 e (一 oo 过 1t 硫 0) 的 质心 的 坐标 . 
解 ” 弧 长 的 微分 为 ds 一 Ve (cost 一 sint) 十 ez (sint 二 cosi)’ 十 e? di 二 V3 e'di. 
质量 为 M= | Vae d=y3. 
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于 是 ,质心 的 坐标 为 


0 
1 0 n 3, 
Ta = 十 | ecost。V3e' di 一 | ez costdt 一 os sint ee 2 - 
1 所 . 0 2sint— cost 1 
yn = 去 | e'sint » V3e' di— | ex sintdt 一 一 5 et 5 


0 


= = 证 | ef .v5ed 一 | 


【4247】 求 螺 线 x 二 acosi,y 一 asint,xz 过 (0 委 雪 2m) 的 一 支 对 坐标 轴 的 转动 惯量 . 


2 2 2 2 
解 ” 弧 长 的 微分 为 d= a sin? tt a cost dt 一 1 dt. 


于 是 ,转动 惯量 为 


2 2 2 2 
= /4T2a2 +h 。 区 十 0 . 去 A a? t h? . 了 (2m03 一 (2 + 生 ) 472c2 十 A ， 


, h? ， 1 了 
az COs’ t+ re “ 均 V 4 天才 士民 二 


下 


1 一 | (十 zds 二 j 
~ 0 


2 _ h: 1 1 , 2 h? 
= /ra Th » x 7 Va Th (2m? 一 (分 十 二 ) vira tr. 
I | (x Ty) ds= | az 。 地 VI Te di 一 az VE 十 号. 
. 


站 


【4248】 计算 第 二 型 曲线 积分 | Zdy 一 ydz， 


式 中 0 为 坐标 原点 ,4A 点 的 坐标 为 (1,2) 并 设 :(1)OA4 为 直线 段 ;(2)OA 为 擅 物 线 , 其 轴 为 Oy;(3)OA 为 由 
Or 轴 上 的 线段 OB 和 平行 于 Oy 轴 的 线段 BA 组 成 的 折线 . 
解 (1) 直 线段 的 方程 为 y==2x. 于 是 ， 


1 
| zdy ydz= | (27—27x)dr=0. 
OA 0 


(2) 抛 物 线段 的 方程 为 ?一 2 二 .于 是 ， 
| Zdy 一 ydz 一 | 《4 一 2z2)dz 一 了， 
(3) 线 段 OB 的 方程 为 y=0,BA 的 方程 为 二 一 1. 于 是 ， 
| Zdy 一 ydz 一 | 0。 dz 十 | dy 一 2. 
【4249】 对 于 上 题 中 所 指示 的 路 径 (1),(2),(3) ,计算 
| ZXdy 十 ydz， 
DA 


1 
解 GD | 工 dy 十 yd | (27 二 2x)dzr=2. 
oa 0 


1 
(4 十 2xz2)dx 一 2. 


dt 


(2) jn dy 十 ydz 一 | 
(3) | dy 十 ydz 一 | dy 一 2. 
在 参数 增加 的 方向 , 沿 所 指示 的 曲线 来 计算 下 列 第 二 型 曲线 积分 : 


【4250】 | (7T* 一 27y)dr 十 (一 2xy)dy, 其 中 CC 为 抛物 线 y= 二 x (一 1 委 z 委 1)， 


解 ” 由 题 设 y 二 x ,从 而 ,dy 二 2xdx. 于 是 ， 
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1 


心 


1 
| C7127 drt Cy 277)dy= | [Cx —27)+2r(r'—27)]jdr=— 
c 1 


Pn 
[sal 


【4251】 | Ce 二 yydz 二 (zr 一 yydy, 其 中 C 为 曲线 y 一 1 一 |1 一 x1 (0<x<2). 


解 ” 当 0x 志 1 时 ,y 二 1 一 (1 一 +) 王 x, 从 而 ,dy 二 dx; 当 1 委 z 委 2 时 ,yy 二 1 一 (x 一 1) 一 2 一 x, 从 而 ,dy 
二 一 dx. 于 是 ， 


1 2 d 
| Cty drt ry)dy= | 2rdz+ | LC2 一 x)? 一 怀 十 (2 一 ?dz 一 也， 
0 1 外 
【4252】 中 (x 二 dx 十 (zx 一 ydy, 其 中 为 依 逆 时 针 方向 通过 的 权 加 周 夸 十 其 一 1. 


解 ” 利 用 椭圆 的 参数 方程 z=acosi， y= 二 bsint (0 委 4 妇 2r) , 则 有 


2 
中 Cz+o)dz+zydy 一 | [Cacost+bsint)(—asint) (acost— bsint)bcost |dt 
c 0 


2 


2r 了 
一 | (apcos2: 一 “ 十 sin2t ) dt 一 0. 
0 2 


【42s3】 | (2a 一 y)dz 十 zdy, 其 中 C 为 所 线 工 二 u(t 一 sint)，y 一 a(1 一 cost) (0<t 才 2x) 的 一 拱 . 
c 
解 ”由 题 设 知 : dr 二 a(1 一 cost)dt,dy 二 asintdi:. 于 是 ， 


2 
[| (2a 一 y)dz 十 zdy 一 | {[2a—a(l—cost) Ja(l—cost)+a(t— sint)ausint } dt 
0 


一 | a tsintdt = —a’? (tcost— sint) . —2xa’. 
[4254】 中 针 汪 汉 最 千 轨 一 并 ,其 中 为 依 洲 时 对方 向 通过 的 圆周 x 十 六 一 
解 ”利用 圆 的 参数 方程 + 二 acost，y 二 asint (0 雪上 委 2x), 则 有 
(z+ dr (rdy | 一 Cecost 十 csint)asint (acost— asint Yacost | d= 一 
XxX 十 y 0 a 6 
【4255】 中 ，，T 生 于 和 ,其 中 ABCDA 为 以 AG1,0),B(0,D) ,CC 一 1,0),D(0, 一 D 为 顶点 的 正方 形 


的 围 线 . 
提示 注意 正方 形 各 边 的 方程 分 别 为 
AB:.y=]1—x; BC:y=1+zx; CD:y 王 一 1 一 zi DA;y=~—1+zx. 
解 正方形 各 边 的 方程 分 别 为 
AB:y 一 1 一 Ti; BC:;y=1+x; CD:y=—1—x; DA:y 王 一 1 十 >. 
于 是 ， 


dz 十 dy = | dz 十 dy ， | dz 十 dy | | dz 十 dy ， | dx 十 dy 
BC cD 


4aBcpa |z| 二 |y| Jas Z 十 》 一 xz 二 > 一 7 一 yy Joa TD 


一 上 (一 D)dz 十 上 2dz 十 | (1 一 1)dx 十 | 2dzr=0. 
[L4256] | sinydz 十 sinzdy, 其 中 AB 为 介 于 点 A(0,x) 和 点 B(x,0) 之 间 的 直线 段 . 
解 AB 的 方程 为 y 二 x 一 x. 于 是 ， 


| sinydz 十 sinzdy 一 | sin(x— zx)dr— sinrdxr= [ (sinx— sinr)dr=0. 
AB 0 0 


注 原 题 为 | dzxsiny 十 dysinz, 若 把 它 理解 为 |, d(xsiny) 十 dC(ysinz), 其 值 仍 为 零 ,与 原 答 案 也 
符合 . 
[E4257] arctan 衬 dy 一 az, 其 中 OmA 为 抛物 线段 y= 一 x: ,OnA 为 直线 段 一 并 


OnAnO 


解 ” 如 图 8. 62 所 示 , 我 们 有 


， arctan dy—dr= | arctan 之 dy 一 dz 十 | arctan 之 dy 一 dz 
Art》 下 (hnA 文 区 者 


1 1 让 
一 | 2.rarctan.rdxr— | dz 十 | (arctanl — 1)dx 
0 [0 1 


上 


| 


一 .arctan 


ol 十 x 4 


1 0 


1 
= 加 工 区 
一 了 (并 一 arctan) | 1 ( 1 1) 4 1 图 8. 62 


注 原 题 为 | ,dyarctan 站 一 dr, 著 把 它 理解 为 


{hkl 


| d (yarctan 六 ) 一 dz， 


则 其 值 为 替 , 与 原 答案 不 符 . 
验证 被 积 函数 为 全 微分 ,并 计算 下 列 曲线 积分 : 
【4258】 | dy 十 ydrz。 


解 显然 ,zdy 十 ydxz 一 d(Czy) 是 全 微分 . 于 是 ， 


【了 
{2.3) 12.3) 
| dy 十 ydz 一 | d(xy)= ry 一 8. 
人 12 01.2) i 
【一 和 
【42s9】 | dz 十 ydy. 
fu.1y 
解 显然 ,rdr 十 ydy 一 (三世 ) 是 全 微分 .于 是 ， 
{3 4 【3 4)》 x 十 如 x 十 六 《3 一 站 
一 一 一 12. 
| rdrt ydy | df 2 ) 2 0,1) 


3 


{2.3} 
K4260] | (rr 十 y)dr 十 (Cz 一 y)dy， 


1 ) 


解 显然 .我 们 有 


2 2 Ee 
(x 二 ydri+ (Cr—y)dy= (ydx 二 rdy) 二 (rdr— ydy) d(xy)+d (< 于 )=a (zy 2 2 )， 
(2 .31 

一 4. 


人 CD.11) 


2 


dfzy | 一 过 ) = (+> ) 


{2.3) 


即 是 全 微分 . 于 是 ， | (rz 十 y)dz 十 (zZ 一 y)dy 一 | 


[| 


{l,ly 
[4261] | (C7— ydr— dy). 
1.—1) 


解 显然 (rz 一 y)(Cdz 一 dy) 一 d 和 2 是 全 微分 . 于 是 ， 


{1,1} {1.1) 


d (Z 一 y) (xy) 
(1，1) 2 2 1, -1) 


[42623 | f(x 十 y) (dz 十 dy) ,其 中 f(w) 为 连续 函数 . 


{tll} 
| Cr- dr—dy)= | 


一 一 2. 
(1].—1) 
解 题 思路 ” 令 F(x,y) = [i f(D du. 注意 


FICry)=F (ry)= f(rt+y),， 及 dF(r,y)—= f(zt+y) (dr dy), 
即 可 获 解 . 


解 $row=-| aoda 由 于 f(w) 连 续 , 故 


Fi(rsy)= f(rt+y), F(xr,y)—= f(xy), 
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并 且 它 们 都 是 x,y 的 连续 函数 .因此 ,FE(z,y) 可 微 , 且 
dF(x,y)—=F'(zx,ydrtF (ry dy= f(x+y) (drt+dy), 
故 f(z 十 y) (dx 十 dy) 是 全 微分 ,并 且 


tab a 
| flrsy) drt+dy)= F(a,b)— FO,0) | fu) du. 
o 


0.0) 


【4263】 ”< 开 沿 着 不 与 0y 轴 相 交 的 路 径 ， 


解 显然 , 当 zx 关 0 时, YY 一 d( 一世 ) 是 全 微分 .于 是 ， 


01.2) 一 01.2) (1.2) 
yd = | y y 3 
| x? (2,1) a( Zz ) 并 | 62.D 2 
68 Xd ydy KR 通过 从 标 正 占 交 
[4264] | 。，S 和 洛 者 不 通过 坐标 原点 的 路 和 
解 显然 , 当 (7 天 (0,0) 时 ,区 六 4( VFT 术 ) 是 全 微分 .于 是 ， 
2 十 y 
{6,8) -| 了 可 5 一 了 (6.8) 
| /rx 十 六 (1.0》 dvr > ) Ty (1.0) 9. 


【4265】 | p(z)dz 十 以 y)dy, 其 中 中 和 少 为 连续 函数 . 


(zl ) 


解 ”由 于 pg,y 是 连续 函数 , 故 显然 有 
p(x)dzri+y (ydy=dF(z)+dG(y)=d[ F(x)+G(y)], 


其 中 F(x)= [ pu du Gly) 一 上 god 从 而 ,pz)dz 十 内 7y)dy 是 水 数 F(z) 十 G(y) 的 全 微分 ,于 是 ， 
1 321 


(za vg) 


Cr yo) 
| 2 2p(z)dz 十 Wy)dy 一 [FECz) 十 GOCy)] [LFCz ) 十 G(y )] 一 [FEGCr ) 十 GCC D)] 


Cr) 


Cr sy1) 


一 站 op(z)dz 十 上 J dw. 
Tl >1 
(3.0) , 
[4266] | CFAry drt (6 y 5y dy. 
【一 2 ,一 1 ) 


解 PP 二 xz 十 47y,，Q 一 6x*y 一 5y'， 显然 ,P.Q 在 全 平面 上 具有 连续 偏 导数 ,并 且 


9Q_ ory Poory 
5 127y ay 12zy ， 


oP 


故 29 


ay: 由 于 全 平面 是 单 连通 区 域 , 故 在 整个 平面 上 表达 式 Pdz 十 Qdy 是 某 函 数 u(xr,y) 的 全 微分 ,并 且 


线 积 4 | Pdz 十 Qdy 与 路 径 无 关 , 因 而 ,可 按 平行 于 坐标 轴 的 直线 段 来 计算 所 给 积分 ,得 


{3.0) 3 0 
| (r+4ry dri (6x y —5y')dy | (xX 十 447， 0:)dxz+ | [6( 一 2)232 一 5y dy 
2 -1 


《一 2 ,一 1) 


一 55 十 7 一 62. 


注 也 可 利用 简单 的 技巧 求 出 函数 u(x,y) 来 .我 们 有 


(rit+Azry dzrt (6ry —5y dy d( 焉 )1 2y dx) +t2r dy ) dy )=d( + yy ), 


x (3.0) 


03,0) 
从 而 ， | (x't4ry)drt+ 6x y 5y')dy= ( H2r?y’ y) 


CC-2. 1) 


a 


{~2.- 1) 


[4267】 | ze 一 2 沿 着 不 与 直线 yx 相交 的 路 径 . 
1) (XO—y) 
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JIQ_ opP _ 并 十 y 
Dx 9y Cry) 


(天 y)， 


浪 虑 平生 上 的 区 域 2= (Cryy)lz>y) .由 于 吕 是 单 连 通 区 域 , 且 在 其 上 了 5 一 区 , 故 在 Q 上 ,Pdz 十 Qdy 是 


某 明 数 exCrsv) 的 全 微分 .从 而 ,在 2 上线 积分 | Pdx 十 Qdy 与 路 径 无 关 . 因此 ,可 按 平行 于 坐标 轴 的 直 


线段 来 计算 所 给 积分 ,得 


| = | 一 (一 1)dz ， 上 dy 1，1 1 
40. -1) (下 一 多 7) n (zx 十 1)? 1 (1—y): 2 ” 


注 也 可 利用 简单 的 技巧 求 出 函数 u(x,y) 来 ,我 们 有 


ez y ) 
(x— yy) (并 一 多 r—y/" 


xdy—ydr | 


(Cr vy) 光一 了 


le 
从 而 、 | 
dr, 


[ 1 


【4268】 | (1 >” cos 之 ) dz1 (sin 十 芝 cos 之 )ay 沿 着 不 与 Oy 轴 相 交 的 路 径 . 
laa) 下 x 下 x 


解 ” 当 + 关 0 时 ,有 


本 


2 3 
P=1— 守 cos 之， Q= sin 之 十 之 cos 之 ， oP 2y os > 十 池 sin >， 
2 区 I 位 z dy ” 工交 并 
2 2 
2Q > cos 之 > cos ~ 十 关 sin 之 2y 00s > 十 艺 sin 之 ， 
ox 人 人 TT Xx 代 Xx” 并 并 x 
> 、_ 、 9 oaP 、 
考虑 右 半 平 面 9 {(z*y)1z>0)》 .由 于 所 是 单 连 通 区 域 , 且 在 其 上 38 一 革 , 故 在 0 上 必 是 某 函 数 wzvy) 
的 全 微分 . 且 可 取 
u(r.y)= [ (1 六 cos > )dz+ [ (siny 十 ycosy)dy 一 (z+ysin 之 】 ， 十 ysiny .一 x 一 1 十 ysin 之 . 
{2.7 2 (2.n) 
和 : YY yy y 加 了 加 
于 是 ， | (1 3 cos = )dz+ (sin 二 十 全 cos )dy (zx 1 十 ysin ) a XA 十 1. 
ah) 
[4269] | e" (cosydr— sinydy). 
C0 
解 显然 ,有 e (cosydr 一 sinydy) 一 dCercosy)， 于 是 ， 
(a.b) 
ep 《ee 
| er (cosydr— sinydy)= | dl(e’cosy)=(e’cosy) =ecosb—1. 
0.0) {0.0) 
(0.0) 


【4270】 证 明 : 若 f(w) 为 连续 函数 且 C 为 分 段 光滑 的 封闭 曲线 , 则 
中 fr ty rdrtydy) =0. 


证 明 思 路 ” 若 能 求 得 函数 F(x,y), 使 dF(r,y)= 二 f(r? 十 y)(rdr 二 ydy) ( 即 F'i(r,y)=xf(x: 二 yy)， 
‘(rivy) 二 yf 十)), 即 可 证 明 : 


{xoxo) 


由 frty (rdrtydy)= F(xr,y) =F(xo,y)— F(xo ,Yo)=0, 
本 


(co rvo) 
2 
r 


+ 
其 中 (es ) 为 C 上 任意 取 定 的 一 点 . 经 过 分 析 , 易 知 F(x,y) 一方 | flw)du 就 是 这 样 的 函数 ， 


2 
Ty 


证 令 Flz.y)= 记 | f(tw)du. 由 于 f(wz) 是 连续 函数 , 故 


F(xry)=xrflrty), Fl(r,y)—yf(r ty), 
并 且 显 然 '(r,y) .F(zx,y) 都 是 x,y 的 连续 函数 . 因此 ,F(xr,y) 可 微 , 且 

dF(xr,y)—F (ry drtF (Cr ydy= /f(r + y ) (rdrt ydy). 
于 是 , 任 取 CC 上 -点 (zo ,yo), 有 
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Cro vo) 


中 fr ty rdrt ydy) = F(z,y) =F(ro,y)— Fro, yn )=0. 


(x0 30) 
证 毕 。 


求 原水 数 >, 设 : 
【4271】 dz= (r+2ry—y drt (rt+2ry— yy)dy. 


+ 了 3 
解 ==| Crt2zy— ye)dr+t | (0—0—y)dy+C= 于 二 zy 一 zy 一 言 十 C 
站 o 


3 
ydz 一 xdy 
[4272] de— 3 
解 :=| yx + [odytc= 之 [ 4 +C 
o 3x 一 27ry 十 3 和 1 3 Jo ( 1 ) +3 
”3 9 
3(z 一 之 ) 工 
_y 3 3 、 1 3 一 y》， 
。 arctan C 一 一 一 arctan 二 CC. 
3 2V2y 22y |。 2V2 2V2y 
_ (rT2ry+t5y )dri+ (rx —2ryt+y )dy 
【4273】 dz Cri yy) * 
[r+2ry+t+5y fF 0—0+y [ (z 十 y)2 十 4 入 中 dy 
解 = 小 CT 
工 2y’ Es > 2 六 
一 finlz 十 y|] G+ ,+ [In|y|] tort yl Gy to 


【4274】〗 dz=e’[e’ (ry 二 +2) 二 yjdzr+e’[e’ (zx—y)++1l]dy. 
解 z= [ [CCz 一 y 十 2)e 一 ?十 ye ]dx 十 中 (1 一 ye )dy 十 C 
0 0 


T > 


十 C 一 (z 一 ?十 1)er > 十 ye 十 Ci . 


o 


二 [C(x 一 y 十 1)e't? 十 ye*]| 十 [y 一 ye 十 e”] 


【4275】 dz= 从 dz 十 了 二 dy. 
提示 注 癌 de=d (2D) 
和 
故 有 < 5 
【4276]】 de (In 1 )dz 了 z (In > )dy' 其 中 v= VE 二 
解 易 知 ( 当 (z,y) 天 (0,0) 时 ) 
站 (o 二 )-- 豆 名 (m 二 = 这 
攻关 (3 二 
故 ( 当 (zx,y) 关 (0,0) 时 ) 
2 (ni ) + (In 1 )—0. (1) 
令 P 一 有 (In - )， Qi (In =), 


则 当 (x,y) 关 (0,0) 时 ,由 (1) 式 知 


区 -强直 六 [六 芝 (2)] 
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因此 ,在 任何 不 含 原点 (0,0) 的 单 连 通 域 中 , Pdz 十 Qdy 都 是 某 函 数 z 的 全 微分 ,并 且 对 上 半 平 面 的 点 (zyy) 
( 即 y 守 0) ,可 取 


z(x,y)= [ PCzyy)dz 十 | QO0,y)dy+C 
0 1 
fm 1 y Dn+mtl 1 
[ QT" Ay 7 (ln 二 )dz [ | (In 六 ) | 
加 吕 a rm 1 Qtm 1 
gxigy"! (In 7 ) | 元 5 (In 7 )| 
Qt 1 
tm (i ) | 
_ Otm-! 9 1 a 上 了 一 了 了 2 1 | A? 1 , 
Ory 1 (区 mn r ) 9x" 19y"! 医 (In r ) | ay: (In r ) | [to 
1 二 grim! 3 zz gi x ， 
Fy ( )+C 了 (Faretan y )+a, 了 (arctan y )+c ， 
其 中 CI 二 人 (In 二)]| +C 是 任意 常数 
‘1 rm oy n 7 0 T 已 贡 黎 . 
同 理 , 对 下 半 平 面 上 的 点 (z,y)( 即 y<0) ,可取 
zz 一 | Porydrt | QO Wdy+tC. 
0 -1 


a ， 1 Ba 、 
经 过 和 前 面 完全 类 似 的 计算 ,可 得 z(x,y) 一 gy (arctan 过) 二 C?， 
其 中 
,To 1 
C, | (bn ! ) | tC 
也 是 任意 常数 . 


【4277】 证 明 下 面 的 估计 对 于 曲线 积分 是 正确 的 : 
| | Pdz+Qady | <LM, 
式 中 了 为 积分 路 径 的 长 ,M= max VPY 十 Q@ (在 弧 C 上 )， 
证 明 思 路 首先 注意 到 
| Pdz+aQdy| 一 | 下 CPeosat Qsina)ds | 入 | 1Peose+Qsineld， 
其 次 ,由 (Pcosae 十 Qsina) 2 十 (Psina 一 Qcoso) 2 一 已 十 Qz 可 知 


(Pcosa 十 Qsina): 魏 P 十 Q: 或 |Pcosae 十 Qsina| 迄 vB 十 QQ 委 AM 
从 而 ,命题 易 获 证 . 


证 ”由 于 | Pdz+ady| 一 | | (Pecosat Qsina) ds | 委 | Pcosa 十 Qsina | ds， 
、 、 
又 因 


(Pecosat Qsina)’ = P’cos:at Qsin:at+2PQsinacosa, 

0 (Psing— Qcosa)’ = P’sin:ai Qcos:a—2PQsinacosa, 
故 有 (Peosat Qsina): 委 己 十 QQ ， 
从 而 ,| Pcosa 十 Qsina| 志 VP 十 Q@ 过 M. 于 是 ， 


| Pdzx+Qdy | <m| ds—LM. 
人 [oo 


、 一 ydz 一 dy HL 
【4278】 估计 积分 一 中 ， 7 让 富生 的 .证明 ,Jim 一 0 
提示 注意 在 国民 十 六 一 R* 上 ,有 严 十 企 和 是, 及 Mmax V 再 二 到 去 忘 ， 并 利用 4277 题 的 结果 ， 
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解 ”在 圆心 十 风 一 R 上 ,有 


2 1 = y x 二 Ty 
PTQ (rr 十 zy 十 yy )! 二 让 二 了 (rtryt+y)’ 
R: R: R: 16 
( 民 十 zy “(RI—|ry|l)’ (R’ 一 荆 寺 7 ) 及 
2 


于 是 .M< 襄 .利用 4277 题 的 结果 , 即 得 1x 的 估计 式 ， 


4 8 
[le lSR 2xR— pe- 


由 此 可 知 : lim Jn =0. 


计算 沿 空间 曲线 的 积分 (假定 坐标 系 是 右手 的 ) : 


【4279】 | (一)dr 十 2yzdy 一 dz, 式 中 CC 为 由 线 工 二 1,y 王 ,zx 一 上 (0 太 1 祥 1) ,以 参数 增加 的 方 
‘ 
向 为 正 ， 


ep 1 
,C3 21') dt 35° 


1 
解 | (y—z)dri+2yzdy— 7 dz | [Cf ot )+2e .21 37 Jdt | 
© v 


{ 


【4280】 | ydz+zdy+zdz, 式 中 C 为 纽 形 螺 线 Xz 一 acosi,y 一 asint,z 一 bt (0 委 : 上 委 2x) ,以 参数 增加 方 
向 为 目 . 


27 
解 | ydz 十 zdy 十 工 dz 一 | (—a’sintsint+ abtcost+ abcost) dt 
[和 站 


2 


— 2 
Ad. 


2 2 ， 
( 2 3 HF abtsint+ abcost+absint ) 


全 


【4281]】 | (y 一 z)dzr 十 (z 一 x)dy 十 (Xx 一 y)dz, 式 中 CC 为 圆周 x? 十 y 十 z* 一 a:,y 一 Xtana (0 之 a 之 n)， 
‘ 


若 从 Ox 轴 的 正 向 看 去 , 沿 逆 时 针 方 向 为 正 . 
解 如 图 8.63 所 示 . 利用 球面 的 参数 方程 


X=acospcosy, y=asingcosy, z=asiny, 
在 ABC 上 ,yg 一 a, 因 而 ,有 
=acosacosy, dr= ~—acosasingdy, 
y=asinacosy, dy 二 —asingsingdy, 
z—asinyg, dz 一 ccosydyw， 
且 | -~ (y 一 <x)dz 十 (z 一 T)dy 十 (Zr 一 y)d> 
ABC 


a’ | [~— (sinacosy— sing)cosasing— (sing— cosacosy) sinasiny 
+ (cosacosy— sinacosy) cosy ldy 


La 
2 


一 他 | (cosa— sina) dy = na’ (cosa— sina) =V2ra’ sin( TE —a). 
序 
在 CDPDA 上 ,op 一 ax 二 xr 同样 可 得 


人 


(sina— cosa) dy—=V2 ra’ sin( ~a). 


2 


|a Gdrt (sz)dyt+(r—yde=—u | 

CDA 

二 是 ,最 后 得 | ydrt(z— rdyt(r— Wd =2V2rna’sin( TF —a). 
[od 7 


【4282】 | dz+zdyTmdz' 式 中 C 为 维 维 亚 尼 曲 线 x ?十 y 十 xz? 一 a? ,x 十 y: 二 axr (zx 之 0,4 记 0)， 
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若 从 Or 轴 的 正 向 (xz 之 0) 看 去 , 沿 道 时 针 方向 为 正 . 
解 ” 柱 面 妇 十 光一 az 可 变 为 (x 一 各 ) +y= (名 ) ， 


故 若 令 x < 一代 cost ,y= 9 sint (0 委 ! 上 委 2rx) , 则 


2 2 
2 2 2 2 
一 了 了 2 4 (1 十 cost) a’ sin | .i 
之 a —(rty) a | 了 十 4 asin 3 
_ a(l 二 cost) __ asint _ .i 
从 而 ,曲线 的 参数 方程 为 x ， y 2 ， > 一 asin 本 (0 妇 上 委 2r). 
2 3 gin a sin? 二 cost ad cos’ 广 
于 是 ， | ydztwdytrdz= | | 一 和 di 
ce 0 8 2 2 
_ fa, ; a f** l—cost | a /i 1t 
一 | gl cos DdCcosD 二 | a costdt 十 4 | (1 sin 去)d(sin 去 】 
a 1 3 2 扫 [ . 加 t 1 . ] 2r 3 1 3 2 na: 
= (cost TCOs :) ， 十 1 Lsint ( 2 十 了 sin2t ) ， 十 a (sin 2 3 sin -了 ) ， 4 


【4283】 | (yy 一 zj)dr 十 (xz 一 Xx*)dy 十 (zr 一 y)dz, 式 中 CC 为 球面 的 一 部 分 x :十 十 二 1,7Xx 之 0， 
c 


y 之 0,z 之 0 的 边界 , 当 沿 着 它 的 正 向 移动 时 ,这 部 分 球面 的 外 侧面 保持 在 左 方 . 
解 边界 在 Oxy 平面 部 分 的 方程 为 

工 

2 

根据 轮换 对 称 性 知 ,只 要 沿 这 部 分 计算 线 积分 ,再 三 倍 之 , 便 得 要 求 的 结果 , 即 


X=cosp, y=sing, xz 一 0 (0&gE 7 ). 


| Cy edrt er)dyt (yde=3 [sin2p。( 一 sinp) 一 cos2p。cospjdy 
人 0 


一 一 化 


= 上 G 一 cospydcosp) —3 | (1 一 sinp)d(sinp) 一 3(cosg 一 二 cowg 一 sing 十 二 sinmg) 
oY 0 0 


0 


计算 下 列 全 微分 的 曲线 积分 : 


《2.3 ,一 4》 
【4284]】 | zxdzri+ ydy— zdz. 
011 
《2.3, 一 4) 1 ， 1 1 《2 3， 一 4 7 
2 3 1 一 2 3 4 一 一 63 全 
| Xdzy dy— xz dz ( pe 十 了 2 fx ) a 53 12: 


{6.1.1) 
【4285] | yzd7x 十 Xzdy 十 Xydz. 
(1.2.3) 


{61.1) 


(0 ,2,3) 


(6,1,1) 
| yzdzr 十 Xzdy 十 Tydz 二 yz 
) 


{1.2.3 


2192'52) TdX 二 ydy 二 zdz 
(Crl ry1 31) Vri+y tz 
位 于 球 工 十 十 二 刀 之 上 (a>>0,6>0). 

解 由 题 设 知 : zi 十 yf 十 zf 二 a? ,Xx 十 十 zi 二， 


【4286】 | ;其 中 点 (zi,y1 ;zi) 位 于 球 工 十 站 十 x! 二 a? 之 土 , 而 点 (rz ,yz2) 


【zy yp zy 
cz 52 dz 十 ydy 十 zdz 本 

于 是 ， | YY /HTT = VHTATH— VHTHTH ba. 
Cl 1 81) Vr ty + C391 1) 


(ra ,yz zz) 


【4287】 | 2o(z)dz 十 内 y)dy 十 X(z)dz, 式 中 gp,y,x 为 连续 函数 . 


Crl 7 1) 


解 因为 p(xz)dr+yg(y)dy+x(z)dz=d (| gwdut+ | ywdut | XCw) dw), 
Ti > 1 


《za yg zz y CE 


plv) dv 二 [ XCw) dw ) 
1 z1 


故 有 | ，9(z)dz 十 由 z)dz 十 X(z)dz 一 (| gcodx+ | 
< yz] y Crl yy .zl) 
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一 上 PCzx)dz 十 六 wa)do 十 上 XCw) dw 
i 21 


z1 


(ro yp z2 ) 


[4288] | f(z 十 y 十 z) (dx 十 dy 十 dz) ,其 中 /为 连续 函数 . 


Cr ea) 
rHyHz 
解 人 Friya= | xsdx. 由 于 Ad) 是 连续 函数 , 故 
下 (Cryyz) 一 Fr 十 y 十 z)， 下 :Cryyz) 一 rz 十 y 十 z)， 下 (Cryyz) 一 COz 十 y 十 z)， 


并 且 这 些 偏 导数 都 是 连续 的 .因此 ,F(z,y'z) 可 微 , 且 
dFCriysz)=F (ry zdrtF (ry,z)dyt+ F(xr,y,z)dz= f(r y+z) (dri+dyt+dz). 


于 是 ， 
Grape a) (ra ya sz2) 
| 本 jz 二 yy 十 z)(dzr 十 dy 十 dz) 一 下 (zyyz) 一 下 (zyyzyzs) 一 下 (zyyiyzl) 
Crl ,yl esl) kr ys) 
yp yy ra + yg ey 
= ” ‘powdu— | 1 ‘oodu= | 2 2 ad 
0 TI Ye] 


【4289] [> flvVr ty +z )(rdri ydyt+ zdz), 
Cr yj al) 
式 中 f 为 连续 函数 . 
+ 
解 题 思路 “ 令 F(zwy,zx) 一 去 | ”JW5)du 注意 
0 


2 
Fi(r yz)=rf (Vr ty ea), F(xryyrz)— yf (Vrity t+ ), Fi(r,yz)—=zf( Vr ty tz )， 
及 dF(xr,y,z)=f(Vr ty tz )(rdrt+ ydyt+ zdz), 


/本 -三 
再 令 V0 一 u, 即 可 得 结果 | fl du. 


T1 Tr] 


解 令 FCziy,a 一 也 [ yyz) qv. 由 于 是 连续 函数 , 故 


F(xryz)=rf (Vr iy te), Flriyz)=yf (Vr ty i+), Felr,y,z)—=zf( Vr ty +e ), 
并 且 这 些 偏 导数 都 是 连续 的 .因此 ,F(Cz,y'z) 可 微 , 且 
dF(z,y,z)=F’ (xyz)drt+F (xr,yrz)dyt+ Fir, yz)dz= f (Vrity +e )(rdrt+ ydyt+ zdz). 


ry 2 
『 2 flvVrty te )(Czdz 十 ydy 十 zdz) 一 下 (za yyzyzz) 一 下 (zyy ,一 去 | ， 2 fA dv 


(zl zl yt 


x ) 这 里 已 作 代 搁 Vv 二 wu (v= 二 wu? ,dv 二 2udu). 


求 原 函数 u, 若 : 
[T4290 du= (C(x:—2yz)dr+ (Cy —2rz)dy (zx: —2xry)dz. 


3 3 3 
解 du 二 (zxidr 十 yi dy 十 z2 dz) 2(yzdrt zzdyt zydz) —d (2rye). 


于 是 ， 5 一 于 (2 十 十 二 ) 一 2ryz 十 C. 


[4291] du 一 (1 一 六 + 立 )dz+ (三 二 可)dy 一 全 4 
解 dx =dz+( 一 二 dz+ 可 dy) 十 二 (ydr+zdy) 一 于 dz 
dz+ (一 二 dz+zd( ) )+ 一 dz)+zyd( 二) 一 dz+d( 一 全 )+d( 开 ) 
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(十 y 一 xz)dr 十 (z 十 y 一 xz)dy 十 (z 十 y 十 z)dz 


[4292] dz 一 ZX 十 yy 十 z? 十 2xYy 


解 ” 由 于 
(xz 十 y 一 z)dzr 十 Cr 十 y 一 z)dy 十 (z 十 y 十 z)dz 
一 (zdz 十 ydy) 十 (ydzr 十 zdy) 十 (Z 十 y)dz 一 z(dz 十 dy) 十 zdzx 


= 也 d[ (7 十 风 十 2xzy) 十 于 ] 十 (z 十 ydz 一 zd(z 十 y)， 


故 gu = 1 d[ (z+Ty) 二 Tz] ， (zy)dz—zd(zy) 
2 《Xx 十 y)* 十 zz (zy) :二 xz? 


-dm VarTy Te tarctan ;4 | 


于 是 ,w= 二 ln V(r 十 y) :十 zx? + arctan Fy tC. 


【4293】 求 当 质 量 为 m 的 点 从 位 置 (zi ,yi ,zi) 移 动 到 位 置 (x; ,yz ,zz) 时 ,重力 所 作 的 功 (Oz 轴 的 方向 
是 竖 直 向 上 ). 
解 设 ij 为 各 坐标 轴 上 的 单位 矢量 , 则 重力 = 一 mg, 而 ds 一 dxi 十 dyj 十 dzk. 从 而 , 功 的 微分 为 
dA=F. ds=—mgdz=d(— mgz). 


5 dln[ (x 二 本]++d(aretan 证) 


于 是 ,重力 所 作 的 功 为 A=| “一 mgdz 一 (一 mgz) 人 
[4294] ;弹性 力 指 向 从 标 原点 , 力 的 大 小 与 质点 到 坐标 原点 的 上 离 成 正比 . 设 此 点 依 逆 时 针 方 向 指 
绘 出 棋 圆 十 所 一 1 的 正四 分 之 一 , 求 强 性 力 所 作 的 功 . 
解 “ 弹 性 力 下 = 一 上 (二 十 好 ) ,其 中 上 为 弹性 系数 . 功 的 微分 为 
dA =F. ds—— knit) (dntdyj)——k(rdrtydy)—d| 一 公 ( 十 交 ) | 


于 是 ,弹性 力 所 作 的 功 为 


10.8) 


0p) k , 
4= 一 “| Zdz 十 ydy (zz 十 六 ) 
ta,0) 2 


(ap 
2 (a bb). 


{a.0) 


【4295】3” 当 单 位 质量 从 点 Mi (zi, 和 zi) 移动 到 点 Mi (zj, yz,xz2) 时 , 求 引力 F 一 号 (其 中 三 一 


Vz 十 六 十 ) 对 它 所 作 的 功 , 其 中 CG 是 引力 常量 . 
解 ”引力 指向 坐标 原点 , 故 它 的 方向 余弦 为 


cosa 生 ， cosB 六 ， cosy 一 一 三 ， 
r r r 
而 引力 的 投影 为 X= 一 守 ，Y= 一 学 ，Z= 一生 


于 是 ,引力 所 作 的 功 为 


A=-0"™™ zrtyytede, S| Hetty G 
3 a (xz2 十 到 十 邓 ) 生 Vr 十 天 十 于 Cr wl) 


Cell 21) r 2 


二 1 1 
如 十 总 十 如 十 十 zj 
当然 ,这 里 假设 从 MM 点 到 Ms: 点 的 路 径 是 不 经 过 原点 的 ,上 式 表明 功 与 路 径 无 关 , 仅 决定 于 起 始点 的 坐标 . 
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8312. 格林 公式 


1 ”曲线 积分 与 二 重 积 分 的 关系 ” 设 5C 为 分 段 光 滑 的 简单 封闭 围 线 , 它 围 成 单 连通 的 有 界 区 域 S, 并 且 
当 沿 着 围 线 正方 向 移动 时 ,区 域 S 保持 在 左边 ;此 外 ,函数 PCz,y),QCzr,y) 及 其 一 阶 偏 导 数 Py (z,y)， 
Q(zr,y) 在 区 域 S 内 及 其 边界 上 皆 是 连续 的 , 则 成 立 格林 公式 


2Q_3P 


5 ) dzrdy. (1) 


中 Ptz,wdz+Qcr'ydy= | ( 
若 把 区 域 S 的 边界 理解 为 一 切 边界 围 线 之 和 ,并 且 这 样 选取 沿 围 线 的 环绕 方向 ,使 得 区 域 S 始终 位 
于 左边 , 则 公式 (1) 对 于 由 几 个 简单 围 线 围 成 的 有 界 区 域 5 也 成 立 . 
2” 平面 区 域 的 面积 ”以 分 段 光滑 的 简单 围 线 C 为 界 的 图 形 的 面积 S 等 于 : 
S 中 zay 中 yd 中 rdy-， dz. 
在 这 一 节 中 , 若 没 有 相反 的 约定 , 则 假定 积分 的 封闭 围 线 是 简单 的 (无 自 交点 ), 并 这 样 选取 围 线 的 正方 
向 ,使 得 所 围 不 含 无 穷 远 点 的 区 域 始 终 位 于 曲线 的 左边 . 
【4296】 利用 格林 公式 变换 曲线 积分 
全 中 于 下 dz+o[ro+IntzT VETY)]dy 
式 中 国 线 CC 是 有 界 区 域 S 的 边界 . 


解 此 处 P= 二 Vr 二 yw ,Q=xy 十 yln(x 二 Vr 十 y ). 
aQ_IP_ | 


2 


从 而 . y 了 了 =y. 
jr ay YT Vi 
. T /aQ aP , 
于 是 ， 1 | (2 六 )dzdy=- | yaray. 
号 性 


注 这 里 应 假定 C 不 与 Or 轴 的 左 半 部 分 ( 即 r 安 0,y 一 0) 相 交 ,从 而 ,这 时 在 S 中 zx 十 wz 十 内 > 盖 0. 
【4297】 应 用 格林 公式 .计算 曲线 积分 


、 1 

:= 中 (r+y) dr (rt+y )dy, 5 © 
其 中 上 是 以 A(1,1),B(3,2) ,CC2,5) 为 顶点 的 三 角形 围 线 ABC, 并 且 积 分 时 的 r 
坏 绕 方向 为 正 . 直接 计算 积分 ,以 验证 所 求 得 的 结果 . L 

解 ” 如 图 8. 64 所 示 . AB,BC 及 CA 的 方程 分 别 为 
[r B 
y= 二 (rt)， y 一 一 3z 十 11， y 一 47 一 3. 
A | 
由 于 P=(x 二 y)?,Q= 一 (x 十 光 ). 故 oo 
O 1 2 3 x 


pr 图 8. 64 
通过 顶点 C 引 直线 垂直 于 Or 轴 , 它 把 三 角形 域 S 分 成 S， 和 S, 两 部 分 . 于 是 ， 


I = | tr-2y drdy— I (一 4z 一 2y)dzdy 十 | (一 4 一 2y)dzdy 
S Sl So 


一 3.c11 


2 tr 3 3 
=| dz|， (一 4z-2y)dy+ | dz| (一 4z 一 2y)dy 
了 cr 1 2 1D 


1 Yr 


= | ( + 35 )dz 二 『 (Ut) gy 


245 105 2 
12 4 46 3 


如 果 直 接 计算 , 则 


135 


一 | [(z+ 豆 + ) -去 (z+ 开 + 到 + 村) ]dz+ | [cs3z+1D2 一 (一 3) 


1 
，( 式 十 9x? 一 66x 十 121)]dz 十 | [Czti4r—3)—4(r 二 +16xr:—24zr 二 +9)jJdx 


3 2 ， 
=| (Bz | 了 3 ) dz 十 | (34z2 —242xr 十 484)dzx 十 | (—43z 466r— 27)dr 


1 


58 283 85 2 
3 了 十 46 本 


应 用 格林 公式 ,计算 下 列 曲线 积分 : 


【4298]】 中 zyrdy 一 xydr, 式 中 C 为 圆周 x 十 y= 二 a?. 
解 ”由 于 P= 一 x*y,Q 二 xy , 故 有 


Zn a 4 
Pb zy’dy— 2 ydr 一 | (zy)drdy = | dg| mdr 一 . 
《 2 0 0 
如 果 直 接 计 算 , 可 令 r+ 二 acosi,y 王 asint, 则 
2 2 和 . 2 ，，? ad fi* ，， Tc 
中 xy:dy— xr ydr=a! | Costsints+ cos'tsinr d= | sin 2tdt 一 -> 
《人 0 0o 


2 2 
[4299] 由 (z 十 dz 一 (z 一 仿 dy， 式 中 C 为 精 圆 瑟 十 性 一 1 


解 ” 由 于 P=x 十 y,Q 二 一 (x 一 y), 故 有 


Prt dr (rtr— ydy | (一 1 一 1)dzdy =— 2xab. 
2 


如 果 直 接 计算 , 则 


2r 
中 (rr 十 y)dz 一 (z 一 y)dy | [Cacostt bsint)(—asint) — (acost— bsint) (beost) Jdt 
€ 0 


一 | [6 —a’?)costsint—abldt= — 2xab. 


【4300】 中 [一 cosy)dz 一 (y 一 siny)dy], 其 中 C 为 区 域 0<<z<r,0<y<sinz 的 边界 ,并 且 积 分 时 
的 围绕 方向 为 正 . 


9Q _9P_ -v: 四 : 
解 ” 由 于 EE 5 一 (siny 一 y) 一 ersiny ye ， 
故 有 Pe Ldeosy) dr (ysiny) dy]=— 由 yerdzrdy 一 一 [ erdr 六 ydy 
or<r ° ° 
0<ys sinr 
= 一 二 | esinizdr=— 了 (| edr— | eeos2zdz) 
7 | esin zdr 二 人 je dz ,© COs2xdx 
1l|,._ 1 cos2z 十 2sin2z , ” l/r 
= 了 EE 1) 一 9 | 5 (e—1). 


【4301】 $， 加 ee (cos27rydz 十 sin2zrydy). 
ri RR 


- 9 可 2 . 
解 由 于 了 的- [( 一 2zsin2zy 十 23cos2zy) 一 (2ycos2zy 一 2rsin2zy)] 一 0， 
故 有 ， ， se + (cos2xzydz 十 sin2rydy) 一 I 0dzdy 一 0. 
2 
ty SR 


【4302】 设 AmB 为 连接 点 A(1,1) 和 点 B(2,6) 的 直线 段 ,AnB 是 连接 点 A,B 及 坐标 原点 的 抛物 线 
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彼 , 且 该 抛物 线 的 轴 垂 直 于 x 轴 . 积 


五 一 | (z 十 y)2 dz 一 (z 一 y) dy， 5= | (Cz 十 7)2 dz 一 (7 一 2)2dy 


AnBs 


相差 多 少 ? 
2Q_9aF 2(z 一 y) 一 2(z 十 y) 一 一 4z， 


解 ”由 于 3 ay 
故 了 与 工 之 差 为 (利用 格林 公式 ) 


I —1) = 中， ， (zt yr dr (rydy= || (一 4zdzdy= | sz 


ja 
5 


2 
= 一 4r(—2x: 十 6X 一 4)dzr 二 (2x' 一 8x; 十 87x:)| 一 一 2， 


2 
1 
或 1 一 1, 一 2. 

【4303】 计算 曲线 积分 | (ersiny 一 my)dz 十 (ercosy 一 mm)dy， 


其 中 AmzgO 为 由 点 4A(a,0) 至 点 O(0,0) 的 上 半圆 周 x 十 y= 二 ax. 

提示 在 Or 轴 上 连接 点 DO(0,0) 与 点 A(a,0) ,这 样 , 便 构 成 封闭 的 半 国 形 AmOA ,利用 格林 公式 即 易 
获 解 . 

解 在 Or 轴 上 连接 点 OC(0,0) 与 点 A(a,0), 这 样 , 便 构 成 封闭 的 半圆 形 AmOA, 且 在 线段 DA 上 ， 


| (e'siny—my)dx+ (ecosy— m)dy=0. 
OA 


从 而 ,中 =| 十 | = | : 另 一 方面 ,利用 格林 公式 可 得 


中 (e’siny— my)dzr+ (e’cosy— m)dy 一 | mdzxdy 一 La 
AmOA 8 
nma? 


8 


于 是 ， | (e’siny—my)dx+t+ (e’cosy—m)dy= 


【4304】 计算 曲线 积分 | [gCy)e—myjdrti+[y (y)e’ —ml]dy, 


式 中 p(y) 和 gp (y) 为 连续 函数 ,AmB 为 连接 点 A(xi,y1) 和 点 B(xs ,ys) 的 任意 路 径 , 但 要 求 此 路 径 与 线段 
AB 一 起 围 成 具有 已 知 面积 S 的 区 域 AmBA. 
提示 连接 点 昌 与 点 ,构成 封闭 围 线 AmBA, 利 用 格林 公式 并 注意 


| [p(y ee 一 mo]dz 二 [eye 一 四 dy 一 | dLerp(y)] 一 | aydxz 十 dy) 
即 易 获 解 .利用 此 题 的 结果 可 计算 4303 题 . 
解 首先 ,我 人 有 中 | 十 | ’ 而 


中 BA [Lye —myjJdrtLy (ye —mj]dy= | mardy=ms. 
SS 


另 一 方面 ， 
| [pCy)e  —myjdzxrt+ [Ly (y)e’ —mjldy= | d[e’p(y)]— | 7 (ydzr 十 dy) 
1 让 
Crl syl) ， 
一 ep(y) —m|" Eh Xi ) + 2 a 
Gry ev) 2 T2 az Xl 
=e'! pg(y)—e? gy 一 (十 尖 一 jz 2 十 也 之 一 (Ca 一 工 1 
一 en PO) er py ) tm yy) +r) y+ yi). 
于 是 ， | [o(Cy)e —myjdzxti+[Ly (ye —m]dy 
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=mStie? ogy) —e'! ply1) m( ys y1) zs TX1) (yz yi). 


2 
、_ Xa 
y=0, 5 8 


注 利用 此 题 的 结果 可 计算 4303 题 . 事实 上 ,由 于 p(y) 一 siny,XYi 二 a, yi 一 0, Xz . 代 


入 即 得 


2 
TMA 


| (e'siny—my)dzx+t (ecosy—m)dy 
ma 


【4305】 求 二 阶 可 微 的 两 个 连续 函数 P(z,y) 和 Q(zryy) ,使 得 曲线 积分 
了 一 中 PCzT 二 ayy 十 B)dz 十 QGzT 二 ayy 十 B)dy 


对 于 任何 封闭 的 围 线 C 与 常数 a 和 有 无关. 
解 ”由 格林 公式 ,得 


=] | ee Jazdy— 


由 假定 + 为 一 常数 , 它 与 a.8 无 关 ( 只 与 围 线 C 有 关 ), 上 式 中 的 S 表 围 线 C 所 转 成 的 闭 区 域 . 由 假定 P,Q 
具有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 故 (1) 式 中 二 重 积分 的 被 积 函数 具有 关于 a.8 的 一 阶 连续 偏 导数 . 因此 ,可 以 在 积 
分 号 下 关于 a.B 求 偏 导 数 , 得 


(1) 


2 
[ee PQ to yt FPosto yt | ggy— 2 .0 02) 
da9x gagy a 
3QCz 二 ay 十 9) oPlrta,ytp) 
[LE i 5 jdzrdy= 了 芒 z 一 0 (3) 


于 是 ,(2) 式 和 (3) 式 对 任何 w.8 以 及 任何 S 都 成 立 . 再 注意 到 (2) 式 和 (3) 式 中 二 重 积分 的 被 积 函数 都 是 连 
续 的 , 故 被 积 函 数 必 恒 为 零 ( 参 看 4097 题 , 此 题 对 一 重 积分 也 成 立 ) ， 


9 Q(zxTa, ypB) 二 PCz 十 wy 十 用 一 C4) 
Qa9x 9agy 
9QCz 十 cy 十 B) 半 PCz 十 ay 十 及 一 0 (5) 
9p6o7z 96oy 
(对 任何 xyvay6). 记 za 一 xy 十 8 一 站 显然 有 
3QCz 十 ay 十 及 9 Qu 9a: P(xta,ytpB) 9:P(u,v) 
gagrx ou? gagy augm ” 
9 Q(xrta,yt+pB) 9 Qu,v) P(rta,yt+pB)_ 9 Plu,v) 
gpBar av ” 980y av 
于 是 ,(4) 式 与 (5) 式 为 
| a | ~ Qe PP ry) 
Au au av Di ugm 
| 2 四 PO | = Qu) 9: Plu,wv) =0 
9 au gv dvau 2 
9 ， 9 ， 
(对 任何 xu) ,由 此 可 知 ; (常数) 
将 xuv 改 记 为 zy 则 上 式 为 
9QCzyy) aP(r,y) (常数 )、 (6) 
日 并 9y 
令 uz,y) 一 | Poy)d, 则 wkzvy) 具 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,有 
[0 
CCZy) 
一 了 (zyy). (7) 
oOQCz,y) _, ,9P(r,y) | 9 /9u(rsy)Y_ ,), 9 /du(r,y) 
由 (6) 式 知 : oar | 9y «1 ;5( ox ) «1 元 人 Oy ). 


两 端 积 分 ,得 
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QD=hx 十 于 守 :并 十 ep(y)， (8) 


其 中 yg(y) 为 具有 二 阶 连续 导数 的 任意 函数 . 由 (7),(8) 两 式 又 知 u(x,y) 具 有 连续 的 三 阶 偏 导 数 . 
反之 ,车 u(x,y) 是 任 一 具有 三 阶 连续 偏 导 数 的 函数 ,而 p(y) 是 任 一 具有 二 阶 连续 导数 的 函数 , 则 由 (7) 
式 和 (8) 式 确定 的 P(r,y) 与 Q(x,y) 必 具 连 续 二 阶 偏 导数 , 且 使 (6) 式 成 立 , 从 而 使 


1 = $ P(z 二 avy 十 p)dz 十 QCz 二 ayy 十 9)dy 一 I | te Jazdy 
人 (0 
5 


Ax 
= [edzdy=4s, 
故 1 是 与 a.6 无 关 的 常数 (对 于 任意 固定 的 C). 
综 上 所 述 ,可 知 :使 曲线 积分 1 对 于 任何 封闭 围 线 C 与 常数 a.8 无关 的 二 阶 连 续 可 微 函 数 P(r,y) 与 


Q(zr,y) 的 全 体 由 公式 (7) 与 (8) 给 出 ,其 中 为 常数 ,u(x,y) 为 三 阶 连续 可 微 的 任 一 函数 ,p(y) 为 二 阶 连 续 
可 微 的 任意 一 个 一 元 函数 . 


【4306】 为 了 使 曲线 积分 |， F(z,y)Cydz 十 xdy) 与 积分 路 径 的 形状 无 关 , 可 微 函 数 F(x,y) 应 满足 
怎样 的 条 件 ? 
解 ” 由 于 PP 二 yF(x,y),Q=xF(x,y), 故 由 格林 公式 知 所 求 的 条 件 为 二 [zF(z,y)] 一 六 [yF(z2D]， 


即 7xF (ry)=yF (ry). 
【4307】 计算 [= 中 dy yz, 
° Xx 二 yy 


其 中 为 不 经 过 坐标 原点 的 简单 封闭 围 线 , 且 积分 时 的 环绕 方向 为 正 . 
提示 ”研究 两 种 情况 :(1) 坐 标 原点 在 转 线 C 之 外 ,(2) 转 线 C 包围 坐标 原点 . 


解 今 P= 一 - 二 十 ,Q 一 亏 十 z. 易 知 , 当 (x,y) 隆 (0,0) 时 , 恒 有 
ddQ_ opP yy —rx: 
gr ay (xz: ty 

今 分 两 种 情况 讨论 ，; 


(1) 坐标 原点 在 围 线 C 之 外 ,这 时 ,在 由 C 围 成 的 有 界 闭 区 域 S 上 ,P 与 Q 以 及 它们 的 偏 导数 都 连续 ， 
故 可 应 用 格林 公式 ,得 
[= 中 Pduz+Qdy= | )drdy= 0. 
(2) 围 线 C 包 围 坐标 原点 .这 时 ,由 于 PP， Q 在 原点 无 定义 ， 故 不 能 直接 对 由 C 围 成 的 区 域 应 用 格林 公 
式 . 今 取 us>0 充分 小 ,使 中 心 在 原点 半径 为 a 的 圆周 工 .(L.: 袜 十 昂 三 民 ) 完 全 位 于 围 线 C 之 内 .用 S. 表 界 
于 C 和 上 之 间 的 环形 闭 区 域 . 显然 ,在 S, 上 ,P.Q 及 其 偏 导 数 均 连续 , 故 可 应 用 格林 公式 ,得 


中 + 中 ) Pdz+Qdy 一 下 (2 -2) )dzdy=o， 


9r 


其 中 一 LL, 表 沿 ,的 负 方 向 ( 即 顺 时 针 方 向 ). 
于 是 ,1 一 中 Pdzx+Qdy 一 由 Pdr 十 Qdy, 其 中 工 , 沿 正方 向 ( 即 逆 时 针 方向 ). 利用 上, 的 参数 方程 < 一 


acost,y 二 asint (0 委 上 委 27x) 即 得 


了 =4 Pdx+ Qdy— Tdy— ydr 1 | LCacos Cacost) —asine( —asint) Jdr— | d=2r. 
1 1 二 Ce Jo 


利用 曲线 积分 计算 由 下 列 曲线 所 围 的 面积 


【4308】 椭圆 z==acost, y=bsint (0 委 ! 委 27). 


解 面积 为 S 一 由 rdy ydz 一 去 | ablcos’ t+ sin:t) dt= xab. 
人 全 
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【4309】 是 形 线 zx 一 acosit，y 一 bsint (0 委 上 妇 27). 
1 3ab far ， ， 站 有 3 ,fa  ， 3 
解 面积 为 S 元 中 dy ydz 一 -7 (costtsin2t 十 cosztsin Ddi= ab sin 2idi= rab. 
> 0 0 
【4310】 抛物 线 Cz 十 y) 一 az (a>0) 和 轴 Ox. 


解 题 思 路 令 y 二 tz, 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


工 (0 委 ! 上 所 十 co). 


-一 Qa at 
(tn > d+ 
它 与 Oz 轴 的 交点 为 (a,0) 及 (0,0). 
注意 在 Or 轴 上 从 点 (0,0) 到 点 (a,0) 的 一 段 上 ,有 zxrdy 一 ydx 二 0; 而 在 抛物 线 这 一 段 上 , 则 有 


Zdy 一 ydqz 一 dt (0 委 ! 委 十 co)， 


oe 
(1+2)’ 
从 而 ,问题 易 获 解 . 

解 ” 作 代 换 y==tzx, 则 原 方程 化 为 x?* (1 十 )? = 二 ax. 从 而 ,曲线 的 参数 方程 为 


工 (0 委 ! 才 十 co). 


a _ at 
dt > dt’ 
它 与 Or 轴 的 交点 为 (a,0) 与 (0,0). 在 Or 轴 上 从 点 (0,0) 到 点 (ea,0) 的 一 段 上 ,有 


Zdy 一 ydz 一 0， 
2 
— 一 Q& 
在 抛物 线 上 ,有 Zdy 一 ydz Td 
_1 a (~ dt a® 1 ee 
于 是 ,面积 为 S yh dy Mi | C+’ 6 (1+D*|。 6° 


Kk4311】 第 卡 儿 叶 形 线 x 十 y= 二 3axry (a 盖 0)， 
解 题 思路 ” 令 y==tr, 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


—_3at 一 3ar: 
i488’ > I+ 


并 (0 委 上 委 十 co)， 


9a’f? 


时 有 zy yd Te 


dt (0 入 1 所 十 oo0). 从 而 ,问题 可 获 解 . 
解 作 代 换 * 一 tz, 则 得 曲线 的 参数 方程 为 7 一 也 5 ，y 一 ae 
1+t i+t 
9at? 
(1 二 2)? 
于 是 ,面积 为 s= 主 和 .zd ?dz 生 | a ol Tr | 
【4312】〗 双 纽 线 (z 寻 十 只) 一 az (x? 一 y). 
解 题 思 路 利用 极 坐 标 z= 一 rcosp,y 一 rsinp, 得 双 纽 线 的 方程 为 于 一 azcos2p, 故 有 
X=acosg Veos29, y=asing Veos29. 
及 在 曲线 上 ,xdy 一 ydx 一 a’cos2gdqg; 在 Ox 轴 上 ,xdy 一 ydx 一 0. 


_ 3a(1—28) 
(1 二)? 


_ 3at(2 一 局 ) 


由 于 dx (IH) 


di, dy di， 从 而 ,zdy 一 ydz 王 dt. 


。 2° 


注意 ,对 应 于 十 的 面积 (第 一 象限 内 ) 部 分 有 0<yg<< 下 .从 而 ,问题 易 获 解 


解 “考虑 到 对 称 性 ,只 需求 曲线 所 围 的 区 域 的 十 面积 (位 于 第 一 象限 ). 利用 极 坐 标 + 一 rcosg， 
y 二 rsing, 得 双 纽 线 的 方程 为 二 a? cos2g, 故 
Z 一 acosp Vcos2p ， y=asing vcos2g. 
从 而 ,在 曲线 上 zdy 一 ydr 一 a?cos2gdg; 在 Or 轴 上 ,x dy 一 y dz 一 0, 且 0g 也 ,于 是 ,面积 为 


S 一 4 中 工 dy ydz=2 | azcos2pdp 一 a2 
[人 0 


【4313】 曲线 十 y= 二 十 y 及 坐标 轴 . 
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解 题 思 路 ” 令 y 一 好 , 即 得 曲线 的 参数 方程 为 
_1+r _t(l+e) 
1 十 二 ” > 14 
曲线 的 起 点 为 (1,0) ,终点 为 (0,1). 注意 在 曲线 段 上 ,有 
《1 十 刀 )? 
(1 十 缚 7 
而 在 Oy 轴 上 从 点 (0,1) 到 点 (0,0) 一 段 , 以 及 在 Oz 轴 上 从 点 (0,0) 到 点 (1,0) 的 一 段 上 , 均 有 rdy 一 ydz 一 
0. 再 注意 利用 3853 题 的 结果 ,问题 即 可 获 解 . 
解 ” 作 代 换 y 二 tx, 即 得 曲线 的 参数 方程 为 
_1l+r _t(1++#) 


1+r’” > I+e 
曲线 的 起 点 为 (1,0) ,终点 为 (0,1). 在 曲线 段 上 ， 
(1+#)? 
(+ )? 
在 Oy 轴 上 从 点 (0,1) 到 (0,0) 一 段 , 以 及 在 Oz 轴 上 从 点 (0,0) 到 点 (1,0) 一 段 上 , 均 有 zdy 一 ydz 一 0. 于 
是 ,面积 为 


并 (0< 上 < 十 co)， 


Zdy 一 yd 一 di (0 和 tit<< 十 co); 


工 (0 委 上 十 co). 


dy 一 ydz 一 dt (〈0 委 上 十 co). 


1 1 十 co 《1 十 肆 )72 
3 一 bzdy ?07 一 了 | Otel 


1 -Fae 2 dj 2 乒 de [a 1 d 
-去 | TO | 


x) 利用 3853 题 的 结果 . 
【4314】 计算 由 曲线 (x 十 yr"T! 二 axr”"y” (a 之 0,n 之 0,m 记 0) 所 围 的 面积 . 
解 题 思 路 ” 令 y 一 红 ，* 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


ar 


TD YY I+" 


mt 二] 


工 (0O<< 十 co)， 


2 jy2m 
注意 zdy— ydr — 0 rt (O<:< 十 co) ,并 利用 3852 题 的 结果 ,问题 即 可 获 解 . 
解 ” 作 代 换 y=tx, 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


CE 二 1 


TT I Fm (0S 习 二 9)， 
2 .2m 
从 而 ， rdy— ydr— 7 mdt (0 和 上 十 co) 
于 是 ,面积 为 Ss 一 二 中 dy—»d -所 站 a di 一 全 B(2 上 ,27 十 1)》"， 
"I 2 eT™Y YT 3) UFO) 2 - 


x*) 利用 3852 题 的 结果 . 


【4315】 计算 由 曲线 (三 ) 二 (之 ) =1 (a>0,5>0,n>0) 和 华 标 轴 所 围 的 面积 . 


解 题 思路 令 I 一 acos*gp， y=bsin*g (0<g 所 万 )， 即 得 


Zdy ydr— abcost gsint! gdgy (0 和 ys 了 ) (在 曲线 上 ). 
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曲线 与 坐标 轴 交 于 点 (a,0) 及 点 (0,0). 注意 在 Oy 轴 上 从 点 (0,b) 到 点 (0,0) 的 一 段 ,以 及 在 Or 轴 上 从 
点 (0,0) 到 点 (a,0) 的 一 段 上 , 均 有 rdy 一 ydz 一 0. 再 注意 利用 3856 题 的 结果 ,问题 即 可 获 解 . 


解 ” 作 代 换 r=acos*p, y=bsin*g (0<<g 志 也 ). 即 得 


zdy— ydzx— ?ecoss psin™ 
曲线 与 坐标 轴 交 于 点 Ca,0) 和 点 (0,6). 在 Oy 轴 上 ,从 点 (60,6) 到 点 (0,0) 一 段 , 以 及 在 Ox 轴 上 从 点 (0,0) 到 
点 (a.0) 一 段 上 ,显然 有 rdy 一 ydz 一 0. 于 是 ,面积 为 


ydyg. 


1 1 [2ab 2) wu 1./1 1 
S 5 中 rd ydr 5 | COS™ | sin" pdg 7; 2 B( 本 ) 2 r(2) 
nn 


<) 利用 3856 题 的 结果 . 
【4316】 计算 由 曲线 ( 工 ) 十 ( 郑 ) = (三 ) +(>) “(a>0,6>0,n 之 1) 和 坐标 轴 所 闭 的 面积 . 


解 题 思路 。” 邻 y 一 二 rr , 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


_ ae 人 (1 十 训 2) _ bt(l+t" 1!) 
Ty TT (0<t<+o0). 


+) 
ydzr=ab Ty dt (0 过 t 之 十 co). 并 利用 


易 知 在 两 坐标 轴 上 ,有 zdy 一 ydz=0; 及 在 曲线 上 ,有 xdy 


3853 题 的 结果 ,问题 即 可 获 解 . 
解 ” 作 代 换 y 一 七 xt 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


a(ll+1" !) _ bi(l+r !) 
工 1 于 mm ， yy 一 一 (0<t<++o0). 
,0 
xdy— ydr=ab Tr d 


易 知 


又 在 两 坐标 轴 上 ,显然 有 xdy 一 ydx 一 0. 于 是 ,面积 为 
_1 ab f-~™ (1 十 如 1)? 
S 5 中 xdy ydz 5 | Fry dt 


ab 四 Pt = ze 1 六 1 
| | du 十 中 GT 下 Pd Te | 


= 们 | 二 B(2- 二 ,二 )+ 二 BG,D+IB( 二 .2 一 工 ) | 

1 1 1 

6 1 1 b 1 r(1- 二 )r( 己 ) bp (一 一 )z 
= 笃 | 1+B(2 -和 10 元) Fa | - 


<) 利用 3853 题 的 结果 . 
【4317】 计算 由 曲线 (二 ) 


提示 仿 4316 题 . 
解 作 代 换 ?一 zt , 即 得 曲线 的 参数 方程 为 


act” bct"!! 
TT ， yi (0 委 ! 所 十 co). 


2n11 


+( > )” =c(¥ ) ( > ) (a>0.0>0,c>>0,2>0) 所 围 的 面积 . 


abe tt” 

0 二 Td 于 是 ,面积 为 
_1 abc?: 全 如 Cpc 1 abc 

S = 诗 和 zdy ?dz 一 2 GTid 2(27 十 1) " I+! 2(027 十 1) 


易 知 rdy 一 ydrz 
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【4318] 一 个 半径 为 r 的 圆周 沿 半径 为 R 的 固定 圆周 外 部 滚动 而 无 滑动 , 动 圆 周 上 的 一 点 所 描绘 的 曲 
线 称 为 外 摆 线 . 假定 比值 二 一 是 整数 (n 宇 1) ' 求 外 摆 线 所 围 的 面积 . 研究 特殊 情况 一 尺 (心脏 线 ). 


解 ” 取 定 贺 的 中 心 O 作 坐标 原点 , 取 Oz 轴 通 过 点 A ,点 A 是 动 点 的 始点 , 即 为 两 圆 的 公 切 点 时 的 位 置 
(图 8.65). 当 动 圆 滚 到 如 图 的 新 位 置 时 ,点 A 移 到 点 M. 动 点 M 的 轨迹 便 是 外 摆 线 ,其 方程 推导 如 下 : 设 动 


圆 的 圆心 为 C, 两 圆 的 切 点 为 B, 记 一 MCB 一 上 (运动 开始 时 , 设 ! 等于零) 切 点 在 定 贺 上 所 移 过 的 弧 AB 应 等 
于 它 在 动 圆 上 所 移 过 的 弧 MB , 即 


R。 一 AOB= 环 . LMCB=£ 


t. 
n 


从 而 .二 4OB 一 过, 设 动 点 M 的 坐标 为 (x,y), 则 


r=0G=OE+FM= (R+ 苹 )cos 二 + 并 sin LFCM, 


1 
n 


但 FCM BCM 一 OCE, 旦 <OCE= 辫 一 二 ,从 而 ， 


2AFCM= (1+ 工 ) 一至，sinZFCM= 一 cos(1+ 寺 ) 


于 是 ,最 后 得 xz=R(I+ 二 )cos 二 一 全 cos(1+ 二 ) 


类 似 地 ,可 求 得 y=RI(11 二 sin- 过 sin( 1 十 十 ): 图 8. 65 


若 记 p== 方 ,并 注意 到 Rnr, 则 外 押 线 可 用 如 下 的 参数 方程 表示 : 


Z 一 (2 十 1)rcosp 一 rcos(2 十 1)0， yy 一 (2 十 1)rsingp 一 rsin(2 十 1)79， 
由 民 二 nr 知 , 当 动 圆 滚 ” 圈 后 ,起 点 与 终点 重合 , 即 p 的 变化 范围 为 0 委 w 委 2r. 注意 到 
Zzdy 一 ydz 一 于 (na 十 1)(2 十 2)(1 一 coszp)dqp， 
于 是 ,所 求 的 面积 为 S 一 中 zdy ydx r let) 
特别 是 , 当 r= 二 R 时 , 即 n 二 1, 则 得 心脏 线 的 面积 为 S 二 6xr. 
【4319】 一 个 半径 为 r 的 圆周 沿 半径 为 R 的 固定 圆周 内 部 滚动 而 无 滑动 , 动 圆周 上 的 一 点 所 描绘 的 曲 


线 称 为 内 摆 线 . 假定 比值 区 一 ”是 整数 (x 演 2), 求 内 摆 线 所 围 的 面积 , 研究 特殊 情况 > 一 从 ( 星 形 线 ) 
解 仿 上 题 ,容易 求 得 内 择 线 的 参数 方程 为 


并 R(1 二 )cos 二 十 长 cos 人 1 ). y R(1 二 ) sin 2 用 sin( 1 二 ). 


2x 
| (1—cosng)dg=xr (nt+1)(nt2). 
0 


若 以 9 一 二 为 参数 ,并 注意 到 R 一 nr, 则 得 


一 (2 一 1])rcosp 十 rcos(2 一 1)0， 3 一 (一 1)rsinp 一 rsin(a 一 1)9- 
注意 到 zdy— ydr=r (n—1)(n—2)(1—cosng)dyg, 
— 一 2r 
于 是 .所 求 的 面积 为 S 三 ; 中 dy 一 yd 二 号 全 2| (1 cosng)dg—= ar (n—1)(n—2). 
[og o 


特别 是 , 当 芝 一 4 时 , 即 x=~4, 则 得 星 形 线 所 围 的 面积 为 S 一 6xr. 


【4320】 计算 圆柱 面 x 十 二 ax 被 曲面 x 十 十 xz? 一 a? 所 截 那 部 分 的 面积 . 
解 ”两 曲面 的 交 线 为 ZT 二 yax, Za’ —arx. 
若 将 平面 Oxy 上 的 圆周 zx 十 光一 az 记 以 C, 其 弧 长 记 以 s, 则 所 求 的 面积 显然 可 表 为 


S= ?中 we —ax ds. 
本 
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由 于 刀 十 到 一 az 即 为 (xz 一 号 )+y=( 
2 一 人。 
2 COSO， yy 2 sing, 


从 而 , 弧 长 的 微分 为 ds 一 分 dg. 于 是 ,面积 为 


S =2? 中 Va ar ds=2| "A 1cosg) 。 $dp=2|" azsin 多 d( 全)=4a:. 
计算 ab XY ， 
若 X= 二 axr 十 by,Y 二 cr 十 dy, 且 C 为 包围 坐标 原点 的 简单 封闭 围 线 (ad 一 bc 隆 0). 
解 ” 首 先 注意 ,由 于 ad 一 bc 关 0, 故 只 有 原点 (0,0) 使 六 十 这 二 0. 易 知 
XdY—YdX 三 (axz 十 by)(cdz 十 ddy) 一 (cz 十 dy)(adzr 十 pbdy) 一 (ad 一 pc)Czdy 一 ydz)， 
1 XdYy 一 ydx 


【4321]】 


_ 1 
故 [一 于 中 一 让 支 中 Pz,y)dz+Qcr,y)dy， 
(ad—bc)y (adg 一 bc) 工 
其 中 P (az 十 53y)2 十 (cz 十 dy)2 " Q (az 十 by)2 十 (cz 十 dy “ 
ee , 9Q_9P_ (ad—bo)[ (a te )r (b+tad )y] 
容易 算得 均一 有 TT Trtan ((x,y) 关 (0,0) 时 )， 


故 由 格林 公式 知 
由 Przy)dz+TQCryy)dy= 中 Plzsy drtQ(r, ydy, 


其 中 C' 可 为 包围 原点 (0,0) 的 任 一 位 于 C 内 的 围 线 . 特别 是 ,可 取 C 为 围 线 (az 十 by) 十 (cr 十 dy 一 咕 ( 即 
2 十 王 一 央 ) >0 充分 小 .于 是 ,得 (利用 格林 公式 ) 

1 Xdr—YdX_ _ 1 XdY—YdX 

2xJc XX’ 二 Y’ 2r jxiiy= Xt+Y? 


1 ad 一 5c 
2 Pa XdY YdX= 2ar 中 ， dy ydx 


2rr 


ed 一 pc ad—bec D(x,y) 
-zt | 


X2 二 72 er X2 上 Y2 er 


、 DCz,y) 1 4 
ad be, 故 了 0 元 y) agape 于 是 ,代入 上 式 得 


了 一 


D(X,Y) 
D(x,y) 


由 于 


ad 一 a ad—be 1 加 加 
i | 二 bc TdXdY = 2 “ lad—bc| n=sgn(ad— bc). 


nr 


I = 


[4322] 若 简单 的 围 线 C 包 围 坐标 原点 ,X 一 oz,y) ,一 wz, 而 曲线 gz) 二 0 和 wz,y) 二 0 在 
围 线 C 以 内 有 几 个 单 交点 ,计算 积分 [参阅 4321 题 ). 
解 设 g(x,y) 一 0,y(x,y) 二 0 在 C 内 的 交点 为 P(x;,yi) (i 二 1,2,…,m). 首先 注意 ,本 题 应 假定 函数 


g(z,y) 与 Wzr,?) 在 C 围 成 的 区 域内 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,并 且 在 各 点 Pi 一 1,2,…,m) 处 有 季 字 1》 一 


gry 一 pyr 闫 0. 容易 算得 
XdY—YdX= (gf: — pg) drt+ (gy — pp) dy, 


从 而 ， 
[一直 = Pr ydrtQr, ydy, 
其 中 
P= ed oy, Q= pp — py. 
十 多 p+ 
又 可 算得 
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oaQ_93P 
9 工 ay 


1 LA 2 ’ 了 ’ - 用 ‘ 1 ‘ 7 Ei Ei Ei 有 
Cp Tp Pe pop pgp to pg topp pt gy tpy Fy tgp yyy) py 
(CCzyy) 天 (ziy)( 一 1,2，……,772))， 
围绕 点 已 (zy ) 作 围 线 Ci : [ep(zyy) 平 十 LAzy yy 下 一 天 ( 即 X 十 好 一 天), 取 0 充分 小 ,使 诸 C, 互 不 相 


交 且 都 位 于 C 内 (这 是 办 得 到 的 ,因为 在 各 点 P,, 也 号 关 0， 从 而 ,由 连续 性 知 , 在 P; 的 某 邻 域内 


号 关 0 且 保持 定 号 . 于 是 ,根据 隐 函 数 存在 定理 知 ,变换 X 一 p(z,y),Y 一 4z,y) 在 点 Cr 一 Cry ) 


邻近 及 点 (X,Y) 二 (0,0) 邻 近 是 双方 单 值 双方 连续 的 )， 并 使 祖坟 2 2D 


保持 定 号 ,将 格林 公式 应 用 于 诸 围 线 C,Cl，…,C。 之 间 区 十, 站 


) 在 P 的 邻近 义 : 十 站 万 ( 记 为 S,) 上 


由 P(zyy)dz+Qczyy)dy= > Plzs ydr+Qr, ydy, 
5 iv 6; 


故 
_1 i Xdy 一 YdX 
各 ce XTY: 和 
XdY 一 YdX 了 了 六 了 
但 一 5 中 XdY 一 YdX= 坪 中 . A 
_1 ， 2 [TDK ,gy 2 (sen DK DX,Y) 
7 zw pps ) drdy= [3 xdy 一 去 (sen De ) | Dr yy dzdy 
_ 2/ DX,Y) 2( DAD 、.，， Di 
二 嘉 (s n Dir,y) ) 『 dXdY= (sgn Dr,y) ) nr 27 (sgn Be ) 
x2 ye 
4 Sg Dlp,y) 
代 人 (1) 式 , 即 得 I= > (sgn pee ), ， 
Dg, 


其 中 >) 的 是 对 曲线 p(x,y) 二 0 与 gx,y) 二 0 在 C 内 的 各 交点 相 加 . 


注 显然 ,4321 题 是 4322 题 的 特例 , 这 时 ,曲线 ax 十 by 一 0 与 crx 十 dy 二 0 在 C 内 只 有 一 个 交点 , 即 原 


Dl(w,y) 
D(z,y) 


【4323〗】 证 明 : 若 C 为 封闭 围 线 ,i1 为 任意 的 方向 , 则 有 
中 cos(l,n)ds=0,， 


式 中 为 围 线 C 的 外 法 向 量 . 
证 如 图 8. 66 所 示 . 不 妨 规定 C 的 方向 为 逆 时 针 的 ,以 1 表示 . 由 于 


点 (0,0) ,而 =ad— tc. 


夹 角 
(Ln)=(,7x)— (n,7), 
故 得 cos(l,n)=cos(l,x)cos(n,7)+sinCl, x)sin(n, x). 


.66 
但 是 ， sinCnsz) =sin| cfz) 一 要 | 一 cos(tz)， 图 8.6 


cos(nz) 一 cos| (1,7)— 至 |=sint,z) ， 


且 cos(tz) 一 sin(t,) 一 党， 因此 ,有 


dz 
ds ， 
cos{l,n)ds=cos(l,x)dy— sin(l,x)dz. 
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再 利用 格林 公式 ,并 注意 到 sin(1,x) 和 cos(1,x) 均 为 常数 , 即 得 
中 costlad 一 中 [一 sin(0z)dz+eos(lz)]dy= || 0dzdy—0. 
人 C 


【4324】 求 积 了 一 中 [zceos(Cma yy.r) 十 ycos(ayy)]ds 


之 值 , 式 中 C 为 有 界 区 域 S 的 边界 , 它 是 简单 封闭 曲线 ,n 为 它 的 外 法 向 量 . 
解 如 4323 题 所 述 ,已 知 


cos(msz)—eos| (1,7)— 至 |=sinCt,z) = 由， 
2 ds 


dx 


cos(n,y) —cos| 工 oz) | sin0nz) 一 sin| (一 至 |= 一 cas 一旦 . 
2 2 ds 
于 是 ， 1 中 rd ydz 一 2， 3 $ xdy 一 ydz 一 2S， 


这 里 S 为 封闭 曲线 C 所 围 的 面积 . 
lim Ek (F» n)d;s, 


[4325] 求 dS 5 
其 中 S 为 包围 点 (x。, yo) 的 围 线 C 所 围 的 面积 ,4(S) 为 区 域 S 的 直径 ,n 为 围 线 C 的 单位 外 法 向 量 ， 


F(X,Y}) 为 S 十 C 上 的 连续 可 微 向 量 . 
解 ” 由 4323 题 的 推导 过 程 中 知 ,向 量 在 坐标 轴 上 的 投影 为 


dx 


d 
n=cos(n,7)= 二 cos(tn,y) 


于 是 ， (F* Hn)ds= (Xn Yn,)ds= Xdy—Ydxz. 


因此 ,利用 格林 公式 有 
fe) 


其 中 点 (&,)E 区 域 S. 于 是 ， 
， 7aX ay 
中 《下 。1) ds 一 lim ( 完 35) 


CS) 一 中 


(én 


=X (ro, yo) YY, ro, ye). 


(人 


sim “0S 


3 13. 曲线 积分 在 物理 学 上 的 应 用 


【4326】 均匀 分 布 在 圆 让 十 YY 二,y 之 0 的 上 半 部 的 质量 M 以 怎样 的 力 吸 引 位 于 (0,0) 质 量 为 m 的 


质点 ? 
解 ” 由 对 称 性 知 ,引力 在 Or 轴 上 的 投影 X=0, 故 只 要 计算 引力 在 Oy 轴 上 的 投影 . 
设 圆 心 角 为 06, 由 ds 二 ad9 知 , 对 于 长 为 ds 一段 圆 弧 吸引 质 贞 为 m 的 质点 的 力 在 Oy 轴 上 的 投影 为 


km 一 


dY = ee sing 。udb 一 合演 sin0d0， 


其 中 & 为 引力 常数 . 
于 是 ,所 求 的 引力 在 Oy 轴 上 的 投影 为 


Y= 


kmM | singd9 = 2kmM 
a J “ 


na 
【4327】 计算 单 层 的 对 数 执 “xz 中 en 二 由 
式 中 «一 常数 ,r 一 VG 一 x)” 二 (yy)”, 设 围 线 C 是 圆周 名 十 六 一 R” 
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解 ”由 对 称 性 知 , 单 层 的 对 数 势 为 


wz 一 2 | ni Rdg—2R« | In 1 dg 
9 r 0 R’ 一 2Rocosbg 十 局 


= 一 Re InR? [1-2 和 cos0+( 矢 ) jdo， 
其 中 6 一 Vx 十 yy ,入 十 Wy 一 Roecos0, 而 9 是 向 量 r 一 x 十 Yj 与 ri 一 外 十 的 正 向 夹 角 . 
利用 3733 题 (或 2192 题 ) 的 结果 ,可 得 


inf -2 goowt (人 le-| 


0， oO< 有， 


2rln 在， p>R. 


1 
2xRxln eh PR， 


于 是 .我 人 有 uz, 一 一 2Re | InRd9 一 Re | 1 一 2 外 cos0+ ( 矢 ) ]ao= 


2xRxln 三 ， p>R. 
【4328】 采用 极 坐 标 。 和 9, 计算 单 层 的 对 数 势 
n= | cosmyln 二 dy 和 ”I 一 | sinmyln Tdy, 
式 中 + 为 点 (p,9) 与 动 点 (1, 办 间 的 虐 离 ,mm 为 正 整 数 . 
解 ” 由 于 


r= VY (pcosp— cosyg)’ + (psing— sing)’ 1—2ocos(y— 9)+po， 


zr gt2n 
1 一 一 过 | cosmyln[1—2pcos(y— 9p)+p’ Jdy 到 | cos(mutmg)ln(1l—2pocosutp ) du 
0 Pp 


一 1 [MM cosmgpcosmuln(1—2pcosutp )du 二 方 | sinmgsinmuln(1— 2pcosut p’ ) du. 
因为 上 述 右 端 两 个 积分 中 被 积 函 数 均 为 以 2x 为 周期 的 函数 ,并 注意 到 奇偶 函数 在 对 称 区 间 上 的 积分 
性 质 , 则 有 


1 一 一 cOs7a9 | cosmauln(1 一 2ocosx 十 2 ) du 二 Te 上 sinmuln(1— 2pcosutp: ) du 
0 x 


一 ) 


= 一 cosmg | cosmuln(1—2pcosut+p )du= — (cosmg) ( 一 方 op” ) 一 六 pp” cosmg” . 
0 


同 理 , 我 们 有 
1 2r ， 1 一 9 十 2r , 
天 二 一 过 | sinmyln[L1—2pcos(y— gg) to: Jdy 2 | sin(mut mg)ln(l— 2pcosut pop: ) du 
0 -gp 
-cosmgp|" ， _ 2 ™ _ 2 
一 2 sinmuln(1—2pcosutp du— sinmg | cosmuln(1—2pcosutp’ )du 
x 加 
=— sinmg [ cosmuln(1—2pcosutp )du= — (sinmg) ( 一 方 OO ) 一 方 pp” sinmg. 
当 p>1 时 , 则 有 
五 = 一 cosmg | cosmuln(1— 2pcosu+ pdu cosmg | cosmulnp’ (1—2 记 cose 十 广 )du 
0 [0 条 


I ) = 到 "cosmo””’ 
mr) mo "Cowmy 


=——cosmg | cosmuln (1 2 ; COSu+ 3 )d Ceosmp) ( 一 
o 


同 理 , 我 们 有 五 =—sinmg | cosmuln (1 2 Scosut 7 ) = Gsinmg) ( — 2 
对 于 p 一 0, 显 然 有 五 二 天 一 0. 
现在 来 研究 当 o=1 的 情况 . 首先 ,积分 


了 一 [ cosmuln(1—2pcosutp’ )du 
o 
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对 于 po 在 区 间 f1,1 十 9 上 是 一 致 收敛 的 ,其 中 $ 为 很 小 的 正 数 . 事实 上 ,对 于 充分 小 的 y, 当 在 (0, 四 内 取 
值 时 ,有 
1 >1—2pcosutp’=(1—p)’* 二 20(1 一 cosu) 守 2(1 一 cosu)>0, 
于 是 , 当 1 所 op 所 1 十 6,uE€ (0, 力 时 ,有 
|cosmuln(1—2pcosutp ) | |ln2(1— cosu)|. 


而 积分 | ln2(1 一 cosu) 1du 是 收敛 的 . 这 是 由 于 当 0 二 28<1, 有 


pd 
28(1— cosu)s 


lim u? |ln2(1—cosu)|= lim —[2(1— cosu) J?ln[ 2(1— cosu) | 
uu-0 


站 一 


0。1 一 0. 
于 是 ,积分 | cosmuln(1—2pcosutp )du 
在 1 委 o 委 1 十 8 上 一 致 收敛 , 故 知 积分 
1 二 [ cosmuln(1—2pcosutp’ ) du 
在 1 和 po 委 1 十 8S 上 一 致 收敛 ,从 而 , 玉 作为 参数 o 一 1 的 函数 在 p 二 1 是 右 连 续 的 . 由 此 ,根据 上 面 已 求 出 o>1 


时 了 二 0 “cosmg, 得 知 : 当 Pp 王 1 时 ， 


l= lim 工 pM cosmg—= cosmg. 
prlt0om m 
司 理 ,可 得 b= lim 工 osi 一 工 si . 
同 理 , 可 得 2 im 0 "sinmg— 7 sinmg 
综 上 所 述 , 得 1 一 圭 pp” cosmop, 天 一 二 p”sinmgp, 0 安 0 委 1 


五 一 六 "cosmg， = 二 0 "sinmg, p>1. 


x ) 参看 HI. M. 雷 日 克 、H.C., 格拉 德 什 组 编著 的 “ 汤 数 表 与 积分 表 ”3.765 公式 1. 
xx) 根据 上 面 公式 , 当 加 >>1 时 ,有 


[ lIn(1—2pcoszr pp: )cosard7r= [ lInp’ (1-2 coszr+ ) cosazdz 
0 9 p p 
= | 2imp cosazdz+ | In(1—2 地 cosz+ 二 jcosaxd 
。 np* cosaxdx 。 n( 方 5 SX Fr)° Saxrdx 
一 [ In(1—2 二 cosr 二 并 cosardz 一 — ps, 
0 p p’ a 
其 中 a 为 正 整 数 . 


【4329】 计算 高 斯 积分 wz 一 中 Sos(Crm) ds， 
C 


r 


式 中 一 VE 一 zx) 十 (y 一 y) 为 向 量 r 的 长 度 ,此 向 量 连接 点 A(x,y) 和 简单 封 闲 光 滑 围 线 C 上 的 动 点 
M(6, 7 ,ra) 为 向 量 上 与 曲线 C 在 点 M 的 外 法 向 量 n 之 间 的 夹 角 . 
解 设 n 与 Oz 轴 的 夹 角 为 a,r 与 Ox 轴 的 夹 角 为 B, 则 (r,n) 二 a 一 B. 于 是 ， 


cos(r,n)=cosacosB+ singsinB= E 7 cosa 十 人 sina。 


代 人 高 斯 积分 ,得 


u(x,y)= $ (Tsingt SXeo0sa )ds= 由 dy— LYdé. 


[a r? 


令 P 一 一 2 ，Q- 和 所, 则 有 


r 


aP_ G+ IQ (Ex) toy) 
97 ri ” 9 ri 人 
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因而 P.Q 的 偏 导数 除去 点 A( 此 处 r=0) 外 ,在 全 平面 上 是 连续 的 ， 并 且 58 一 5 于 是 ,利用 格林 公式 知 : 当 


点 A 在 曲线 C 之 外 时 ,有 
u(x,y)= $ omg, 0 
当 点 A 在 曲线 C 之 内 时 , 则 在 曲线 C 内 以 A 为 圆心 ,R 为 半径 作 一 圆 /,， 即 得 


zsy) 一 中 sm :一 中 去 站 = 2x. 


当 点 A 在 曲线 C 上 时 ,不 妨 利用 关系 式 es. ,其 中 dp 为 从 点 A 看 曲线 C 上 弧 长 的 微分 ds 所 
张 的 角度 . 今 以 A 为 圆心 ,rm 为 半径 作 一 小 图, 交 C 于 B, 及 B, 两 点 ,将 曲线 C 除去 小 圆 内 的 部 分 记 以 


BiB; , 则 有 
| cosCr,m 1 | 一 dp 一 一 BAB:. 
FB r Bl Bo 
于 是 ,我 人 有 uz)= 中 Sd lim | 一 ds= lim LBAB, =x. 
ce r rj +0 BB 六 0 


综 上 所 述 , 得 高 斯 积分 wz) 一 中 ss 本 dh= 


r 


nx， 点 A 在 C 上 ， 
r， 点 A 在 C 内. 
x ) 参看 T. M. 菲 赫 金 哥 尔 英 著 《 微 积分 学 教程 )538 目 . 

【4330】 采用 极 坐标 系 p 和 9p, 计 算 双 层 的 对 数 势 


Ki=| cosmy cos dy 和 K:= | Sinm my oq dy, 
0 


0 


| 点 A 在 C 外 ， 
2 


式 中 > 为 点 A(o, 凡 和 动 点 M(1, 风 之 间 的 距离 ,rsm) 为 方向 AM 一 r 与 引 自 点 OC0.0) 的 半径 OM 一 n 之 间 
的 夹 角 ,m 为 正 整 数 . 


解 ” 由 题 意 知 ; 
cos(r,n)_ (cosy—pcosg)cosyt+ (siny— psing)sing _ __ 1—pcos(y— 9) 
r (cosyg— pcosg)’ + (sing— psing)’ 1+p: —2pcos(y— 9) 


.又 因 m 为 正 整数 ,故此 时 有 


| cos(r,n) 
从 而 , 当 p 1 时 ， r 


站， = 方 | cosmydy=0, K, = 也 | sinmydy=0. 
当 po<<l 时 ,因为 级 数 ( 利 用 2968 题 的 结果 ) 


1 一 acosCd 一 2) 1 十 了 >， CrcosmnCV 一 9) 
n=1 


l+p: —2pcos(y— 9) 
在 [0 ,2zx] 上 一 致 收敛 , 乘 cosm(y 一 g) 和 sinm(y 一 pg) 以 后 在 [0,2xj 上 也 一 致 收敛 , 故 可 逐 项 积分 . 于 是 ， 


2 
四 的 —pcos(y— 9) 
K, | cosmy TF 2pcostp—p) 


了 
一 | [Leosm(y— gp)cosmg— sinm(y— ¢p)sinmg] [1 十 >， p'cosn(y— 9) ]dy 
0 n=1 
2r 
=cosmg | cosm(y— 9)p” cosm(y— gp)dy 
0 


=p"cosmg | cos?mm(y 一 bp)dy 一 ro"cosmyp. 
0 
同 理 , 容 易 求 得 


2 
| * —pcos(y— 9) jn 
K;= | sinmy IF 20cos tp — 0) dy 一 ro" sinmg. 


当 p>>1 时 ,我 们 有 
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加 —pcos(y— 9) _1 | 2— 2pcos(y— 9) 
| cosmy TT apcostp pp 2 cos TT 2ocostp py 
1 
2 


2 [1 +p 2ocos(y 9g)] FCl 0’) 1 | lp 

| Cosmy l+p — 2pcos(y— 9) dy 2 Jo Cosmy l+p —2pcos(y— 9) dy 
lf 1 一 天 1 人 (1 一 过 ) 十 [1 十 于 一 2rcos(CV 一 o)] 

2 | cosmy + —2rcos(y— 9) dy 2 | Cosmy ro dy 


fr l—rcos(y—¢)] ， 
| cosmy ITr 2rcos ty po» nr cosmg 广 cosmg, 
其 中 r=p ' 过 1. 
同 理 , 可 求 得 
2 
人 —pcos(y— 9) 一 工 ， 
天: | sinmy TF 2pcosty— DY 六 sinmog. 
综 上 所 述 , 得 
Ki=np”cosmg, 天 :一 To” sinmg, Oo<<]1， 
玫 一 天 :一 0， po 一 1， 
Ki=— Scosmp, K:=— Tsinmg, p>1. 
! 7 9 7 ¢» 0p 
7? 
[4331] 着 Au= + 一 0, 则 称 二 阶 可 微 函 数 x 一 x(zryy) 为 调和 函数 ,证 明 : 当 且 仅 当 以 下 条 件 成 


立时 ,xx 才 是 调和 函数 ; 
由 dds=0, 


on 


式 中 (为 任意 封闭 围 线 , 守 为 沿 此 围 线 之 外 法 线 方向 的 导数 . 


证 ”由 于 PI cos(n, 7)+ sin(n, 7), 
gn 97x 9y 
而 (参看 4323 题 的 推导 ) 
cos(n,z) 一 党， sin(n,z) = 一 学 ， 
故 利用 格林 公式 (注意 , 题 中 应 假定 u(x,y) 具 有 连续 的 二 Wi 得 
Gu, 9& | 3u | 
中 了 ds 中 元 由 yd =| (5 (到 )drdy— | ere,, 


其 中 S$ 表 由 封闭 曲线 C 围 成 的 区 域 . 由 此 式 知 ， $ 有 中 当 昌 仅 当 ] (Aw dzrdy=0 
《对 任何 区 域 S). 但 易 知 这 又 相当 于 Au 专 0. 事实 上 ,车 Au 二 0, 则 对 任何 S, 有 | (Arx)drdvy=0; 反 之 , 若 对 任 


何 S, 有 | (Audrdy=0, 则 必 Av=0. 因 为 ,车 不 然 ,在 某 点 (zy ),Av 天 0. 例如, 设 在 此 点 ,Au 之 0, 则 由 连 


续 性 可 知 , 必 存 在 以 (ze » Yo ) 为 中 心 ,半径 为 ro( 充 分 小 ) 的 圆 域 So ;使 在 其 上 每 一 点 ,都 有 Au 一 0. 由 此 可 知 ， 
| (Ax)drdy> 盖 0. 矛盾 ,证 毕 . 


【4332】 证 明 : [ [ (2) 十 (2 ) Jazdy= 一 | audrdy+t 中 u 了 dv， 
Ss Ss 


式 中 光滑 曲线 C 是 有 界 区 域 S 的 边界 . 
证 由 于 


OU 加 ou ou | 一 中 Nu du 
ba 了 中 中 2 cos(n,7r) 二 HsinCn,r) ds dy “ 37dx 


A TaorT[ 的 的 ee 
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喜 得 中 | (2) 十 (¥) drdy= 一 avdrdy+ 中 u ud;. 


【4333】 证 明 ; 若 一 函数 华 有 界 区 域 S 内 及 其 边界 (上 为 调和 函数 , 则 此 函数 单 值 地 由 它 在 边界 C 上 
的 值 确 定 ( 人 参考 1332 题 ). 

证 由 题 意 知 ,我 们 只 时 证 明 : 如 在 有 界 区 域 S 上 的 两 个 调和 函数 x 和 心 , 在 其 边界 CC 上 有 相同 的 数 
值 , 则 它们 在 整个 区 域 上 恒 等 . 这 也 就 是 要 证 明 : 兰 调和 峭 数 x 二 wu 一 ws 在 边界 C 上 等 于 零 , 则 它 在 整个 区 
域 二 恒 为 零 . 事 实 上 ,利用 4332 题 的 结果 ,得 


Te) (0) J 


于 是. 在 整个 区 域 S 上 .有 0 


Or av 
这 表明 .在 STw 为 常数 .但 在 边界 C 上 4 二 0. 故 在 区 域 $S 上 wu 二 0, 即 ul 一 2 . 
【4334】 证 明 平 面 上 的 格林 第 二 


ou Nv 
人 | Av ~ 一 一 
|! dzdyv 一 on 97 | ds， 
ww 也 ec 
° u 也 


式 中 光滑 图 线 C 是 有 界 区 域 S$ 的 边界 ,及 2 为 消 C 的 外 法 线 方向 的 导数 ， 


证 我 们 有 
“ 本 du rou | = au du 
二 © ids 二 2 页 COs(n.7) + 学 Yin 人 nl， 7) |ds © 元 由 v Jy 
人 Pa du 9 Au du 9v | du dv 
| | 去 ( 四 2) 去 oy ) Jaray= | ( 吕 7 dy oy )dz dy 十 | wardy. 
S 由 和 
，_. _ “ qz “ OUu Nv | | 吕 du do dv | 
垃 二 ,在 dQ 二 
河 埋 .有 4 有 ds $ u 元 dy u 元 中 中 a 于 】 元 人 “和 宛 ) dzdy 
_ 了 OoOz oO a "| 要 
| ( 元 元 一 有 有 )dz dy+ | uvudrdy. 
o 0 
. “ 子 元 ” du nm ] ? TiAu Av 
于 是 ， “1 | ds (z -u ) d= |[ audzdy— | avdrdy= | dxdy. 
A de dn on 用 半 vy 
u 2 只 5 和 


【4335】 利用 格林 第 一 公式 证 明 : 若 w=u(x.y) 是 有 界 闭 区 域 S 内 的 调和 函数 . 则 


MD 一 了 1 (a olnr Inr Su Jds. 


In “了 n 


式 中 为 区 域 S 的 边界 ,nn 为 围 线 C 的 外 法 向 杆 ,(x,y) 为 区 域 5S 的 内 点 ,rr 二 VLE 一 x 十 yy) 为 点 (x， 
与 围 线 CC 上 的 动 点 (&.) 之 间 的 距离 , 

提示 “从 区 域 $ 中 除去 点 (zy) 与 该 点 的 无 穷 小 的 圆 形 邻 域 ,并 对 区 域 S 的 剩余 部 分 (图 8.67 中 的 区 
域 S$ ) 应 用 格林 第 二 公式 . 


证 先 证 v 一 lnr 放生 用 区 全国 和 国 拖 事实 上 ,我们 有 


n 
dU E 一 屎 Dv (CI 一 YY) 一 (6 一 工 

06 (6 十 (一 0 [6 一) 下 TF 

oz 7 一 Y dv (E 一 .一 (Wy) Cc 


oy (6 十 (一 ”9 六 [67 二 (一 


dw, iv 


| | i 1 
内 此 .51 于 0. 即 Au=0. 


今 以 总 Cryy)( 当 (6 人力 和 关 ( 人 rs 时) 为 中 心 ,o 为 半径 面 一 圆 C ,使 此 圆 包含 在 
围 线 C 内 :及 C 的 正 向 如 图 8.67 所 示 . 曲线 (的 法 线 向 外 ,C, 的 法 线 指向 点 
Cz 和), 因此 .在 C 上 ,我 们 有 图 8. 67 
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alnr 
On rp r=p o 
现 将 格林 第 二 公式 应 用 到 由 Cs 及 C 所 围 的 区 域 S 上 去 , 即 得 


"=p 


Au Alnr Qu olnr 
dd 人 = 中 jn 3n ds 
Inr Co + lnr 
du 9lnr 
由 于 Alnr 二 0,Au 二 0, 故 得 on 9n |ds=0 
Co+C | a lnr 


将 行列 式 展开 ,并 利用 曲线 积分 的 性 质 , 即 得 


中 (nr 芝 4 ) ds 一 中 (lnr Pu Se )ds 


但 由 于 


1 了 wx》 -一 7 
jue ds 2ru(e ,7 ), 
其 中 u(& ,7) 为 4 在 圆 C。 上 某 点 的 值 , 故 得 
u(t ， 7)=3 1 $b ( 2 lnr 3 ) ds 


两 端 令 po 一 十 0 取 极 限 ,并 注意 到 函数 x 在 点 (2, 的 连续 性 , 即 得 


_1 alnr au 
ulr,y) zx (> 了 Inr 腾 )ds. 


x) 利用 4331 题 的 结果 . 
x x* ) 利用 第 一 型 曲线 积分 的 中 值 定理 ,其 证 明 方 法 与 普通 定 积分 的 中 值 定理 类 似 . 


【4336】"” 证 明 对 于 调和 函数 uw(M) 二 u(x,y) 的 中 值 定理 : 
-1l 
ulM) -5 ulé,n) ds, 


式 中 C, 是 以 点 M 为 中 心 o 为 半径 的 贺 周 . 
证 利用 4335 题 的 结果 ( 取 C 为 C,) ,得 


dlnr 39ud 
u(M) 一 去 < (z SE lor HE)ds; 


但 在 C, 上 ,有 rp, 


glnr glnr 1 _1 
on |=e Or lrc rr | p ” 
由 此 ,再 注意 到 中 9ds 一 0( 这 是 利用 4331 题 的 结果 ) ,得 
1 u au 1 lne ou, 1 
uC M) 去 中 人 lnp 用 ) ds pr 2 玉 4 一 中 “da 


证 毕 . 
* ) 原 题 中 漏 挤 了 p, 即 应 将 元 政 为 了 


【4337】 证 明 : 有 界 闭 区 域内 的 非 六 数 调和 轴 到 xzyy) 在 此 区 域内 的 点 不 能 达到 其 最 大 值 或 最 小 值 


( 极 大 值 原理 ). 
证 设 有 界 闭 区 域 为 0, 它 是 由 有 界 开 区 域 2 及 其 边界 930 构成 . 我 们 要 证 明 ; 如 果 u(xz,y) 在 0Q 内 的 某 
点 Po(xo ,Yo) 达 到 其 最 大 值 或 最 小 值 (例如 , 设 达到 最 大 值 ), 则 u(x,y), 在 Q 上 必 为 常数 .下 分 三 步 证 明 . 


(1) 先 证 : 若 圆 域 S, 一 { Cz A Nr ro yy) Eo } 完全 属于 2, 则 u(x,y) 在 S。 上 为 常数 . 
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对 任何 的 0<r 委 po, 用 C， 表 圆 周 { (ry Nr ro)! +ty—y) =r ). 由 4336 题 的 结果 可 知 
1 
ul ro oo 中 & (CE,7)ds， 


故 志和 Lulro yo) 一 kx(E7)]ds 一 0. (1 
但 因 u(xo ,yo) 为 最 大 值 , 故 在 C. 上 恒 有 

u(xo yo) 一 KE,7) 之 0. 
由 此 ,根据 (1), 即 易 知 在 C, 上 w(xzxo ,yo) 一 u(&,) 三 0. 因为 , 若 有 某 点 (名 ,加 )EC: 使 u(rosy) 一 u( 包 , 芒 ) 


二 + 之 0, 则 由 u(x,y) 的 连续 性 可 知 , 必 有 以 (& ,加 ) 为 中 心 的 某 小 圆 域 o 存 在 ,使 当 (&,wy) Eo 时 , 恒 有 ux， 
%) 一 u( 和 办 之 雪 : 用 C0 表 C; 含 于 o 内 的 部 分 , 则 


中 [ur sy) — ub jds> |- [uxo sy) uct DJds> 中 于 ds 一 六 过 0， 

其 中 心 表 圆 统 C, 之 长 ,此 显然 与 (1 ) 式 矛盾 . 

于 是 ,在 C. 上 有 zx(zoyyo) 一 x(e 力 二 0. 再 根据 ~ 的 任意 性 (0<r 委 co), 即 知 对 任何 (6,7) ES。 都 有 
u(&, 四 一 u(ro ,yo). 换 名 话说 ,u(x,y) 在 S 上 是 常数 . 

(2) 次 证 : 设 P* (zy ) 为 中 的 任 一 内 点 ( 即 P" € 0), 则 必 有 
u(r" sy )=ulxo, yo). 

用 完全 含 于 0 内 的 折线 /将 点 Po (zo ,yo) 与 点 P(x" ,yy ) 连 接 起 来 
(图 8.68). 用 5 表 90 与 1 之 间 的 距离 , 即 

6=min V(r—7x) +(y—y), 

其 中 min 的 是 对 一 切 (x,y) E90,(zx,y) El 来 取 的 (由 于 30,l 是 互 不 相交 
的 有 界 闭 集 , 可 证 min 一 定 能 达到 ,从 而 9>0). 取 0<8 天 8. 以 点 Po 为 中 图 8. 68 
心 ,8 为 半径 作 一 圆 ,得 圆 域 S = 和 (x,y) (zr 一 x0 十 (y 一 yo 二 81), 此 
圆 域 完 全 含 于 0 内 ,由 (1) 段 已 证 的 结论 知 ,u(x,y) 在 S。 中 为 常数 . 特别 u(x ,yi) 二 u(xo,yo)， 这 里 点 
Pi Cr ) 代 表 圆 周 Co 二 《x,y)|(r 一 zo 十 (y 一 9)? 一 8“) 与 1 折线 的 交点 .又 以 点 已 为 中 心 ,人 半径 作 
一 圆 , 得 圆 域 $1 于 Cr)1(7 一 训 六 十 (y 一 %)? 信 6”). 由 于 ulzx.y) 在 点 Pi1(z,y1) 也 达到 最 大 值 .而 5， 


完全 含 于 上 内 , 故 将 (1) 段 结果 用 于 Si 可 知 u(x,y) 在 S 上 为 常数 ,特别 u(xzz ,yz) 二 ulxi ,yi1), 这 里 点 
Ps (x ,ys) 表 圆周 Ci 一 (ryy)| (x 一 十 (y 一 y)? 二 6 ) 与 1 的 交点 ( 除 P, 外 的 另 一 交点 ). 再 以 点 已 


为 中 心 ,8 为 半径 作 一 圆 域 5; ,… ,这 样 继续 作 下 去 ,显然 ,至 多 经 过 ?次 (Cn 表 大 于 六 的 最 小 正 整 数 , 表 / 
的 长 ) ,点 P' (x" ,y" ) 必 属于 5S, 1 ,从 而 ， 


ux yur y= u(r ,y= ur, yo). 

(3) 由 (2) 段 的 结果 可 知 ,u(x,y) 在 02 上 是 常数 ;根据 x(x,y) 在 上 的 连续 性 ,通过 由 的 点 趋向 9Q 的 
点 取 极 限 , 即 知 wx(z,y) 在 2 上 是 常数 . 证 毕 . 

注 从 证 明 过 程 中 看 出 , 需 假 定 区 域 D( 从 而 有) 是 连通 的 ,事实 上 , 若 吕 不 连通 , 则 结论 不 一 定 成 立 . 例 
如 , 设 甩 =Si 十 S: ,其 中 Si 与 S; 是 两 个 互 无 公共 点 的 闭 园 域 ,而 令 
a (rx)ES, 
ca, (Try)ES:， 
其 中 性 关 cz 是 两 个 常数 , 则 u(x,y) 显 然 是 人 上 的 调和 肖 数 且 在 人 上 不 是 常数 ,但 它 却 在 其 内 点 达到 最 大 
值 与 最 小 值 . 


MT y) 一 | 


LLu] ML[wvw] 


u 


【4338】 证 明 歼 曼 公 式 : I 


dzrdy 一 中 卫 dz 十 Qdy， 
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du oau 9u dv dv gv | 
式 中 uaayte 去 十 8 ay tu MIvw] 970y “3 b 7, 上 cv， 


(a,b,c 为 常数 ),P 和 Q 为 某 些 确定 的 函数 , 围 线 C 是 有 界 区 域 S 的 边界 . 


证 因为 
LLu] MLv] C0 92m am dm 
| vL[Lul—uM[Lv]=v x9y +bv§ + cuv u 555 十 ov Ep Er 
ar uy 9/ an 3 a _ 3 au 
元 (" 光 ) 2) 殉 (“0 十 (一 于 (v3 元 十 eu )— 六 (* 元 一 buc ) ， 


故 利 用 格林 公式 , 即 得 
f I MEvw] 
四 v 


dzrdy 一 中 Pdz 十 Qdy， 
其 中 P=wu 了 一 oo Q= v3 3 tauw. 

【4339】 设 二 u(x,y) 和 ss 为 定 党 流 的 过 度 分 旺 ,C 为 区 域 S 的 边界 , 求 区 域 S 内 流体 质量 
的 变化 率 . 若 流体 是 不 可 压缩 的 , 且 在 区 域 S 内 没有 源 和 汇 , 则 函数 x 和 w 满足 怎样 的 方程 ? 

解 ” 设 流 体 的 速度 为 w, 则 w 王 丰 十 好 ,又 ds 二 dxi 十 dyj .于 是 ,流体 量 为 


Q= 站 we nd 一 中 [ucos(n, xXx) 二 vsin(n,x) Jds 4 udy— vdxr*’ | (于 FP ) drdy, 
[04 站 人 各 区 


其 中 n 表示 曲线 C 的 外 法 线 上 的 单位 矢量 ,并 且 此 处 已 假定 流体 的 面 密度 等 于 1. 车 流体 是 不 可 压缩 的 , 且 
在 区 域 S 内 没有 源 和 汇 , 则 流体 的 流出 量 与 流 人 量 的 差 Q 应 等 于 零 , 即 


(加 Ja 


又 显然 ,对 于 任意 的 围 线 C, 上 述 结果 均 正确 .于 是 ,连续 函数 x,v 应 满足 方程 : 


x ) 参看 4323 题 的 题解 . 
【43403】” 根据 毕 奥 - 萨 瓦尔 定律 ,通过 导线 元 ds 的 电流 i 在 空间 的 点 M(Cz,y，,z) 处 所 对 应 的 磁场 强度 
为 


dh a, 


其 中 + 为 连接 导线 元 ds 与 点 M 的 向 量 , 为 比例 系数 . 对 于 封闭 导线 C 的 情形 , 求 点 M 的 磁场 强度 HH 的 投 
影 H,.,H,,H,. 
解 ”由 题 意 知 : 若 设 导线 C 上 的 动 点 为 67 多, 则 
r= (Ti WI EK. 
又 ds 一 déi 十 dyj 十 dtk. 于 是 ,磁场 强度 为 


i j 天 
Hk 中 1 
Cr 


一 (ex)deJkti 中 二 [Ce xz)dy 一 (7 一 y)de]K， 


Ex WY Cz 
dé dy de 


不 1 1 
hi FL Wd Ce ditki 中 言 [(5 一 Dd 


从 而 投影 


HH.=hi 中 十 [(y- dt 一 (zd H,=ki 二 [CG z) dé— (é— zx)dt], 


H.=ki 二 [ez) dy Cy»)de]. 
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S$14. 曲面 积分 
1” 第 一 型 曲面 积分 若 S 为 分 片 光滑 的 双 侧 曲面 


X=Xuv), y=yuv), z=z(uv) ((u,0) EQN) (1) 
而 f(x,y,z) 为 在 曲面 S 的 各 点 上 有 定义 并 且 连 续 的 函数 , 则 
reryapds= | fc ,yw alt) VEG—F dudv, (2) 
和 nD 
gz 9yA\ 9Dz AN _ /ar\’ gyy’ dz\? 
式 中 E=- (天 ) +( 冠 ) +( 革 ) ， G= (有 天) +( 芝 ) + (六 )， 


_9r 9z 9y 9y 9z 9z 
du dv du dv du ov 


在 特别 情形 下 , 若 曲面 的 方程 具有 以 下 形式 ， 
z=z(Xx,y) ((x,y)Eo), 


其 中 zx(z,y) 为 单 值 连续 可 微 函 数 , 则 


Dreeswas= 由 rryec] 1+ (至 ) +( 芒 ) dzdy。 
此 积分 与 曲面 S 的 正 反面 的 选择 无 关 . 
若 把 函数 f(z,y,z) 当 作曲 面 S 在 点 (zx,y,z) 的 面 密度 , 则 积分 (2) 是 此 曲面 的 质量 . 
2” 第 二 型 曲面 积分 若 S 为 光滑 的 双 侧 曲面 :S 为 它 的 正面 , 即 由 法 向 量 n {cosa,cosB,cosy} 确 定 的 
一 面 ,P 二 P(r,y,z),Q 一 Q(z,y,z),R 二 RC(r,y,z) 为 在 曲面 S 上 有 定义 而 且 连 续 的 三 个 函数 , 则 
J Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 一 J (Pcosat QcosB+ Reosy) dS. (3) 


st 5 


若 曲 面 S 以 参数 方程 (1) 的 形式 给 出 , 则 法 向 量 n 的 方向 余弦 由 下 列 公 式 来 确定 : 


A _ B C 
cosa 一 一 -天 一 一 一 ， C0sp 王 一 一 一 一 一 一 ， cosy ， 
十 VA 十 访 十 C? 土 VA:+Bi+C 十 VA 十 BB 十 CC 
_9(y,z) _9(z,x) _ g(r,y) 
其 中 A 9(u,v)" B a9(u,v) CT Fm 
且 根 式 前 的 符号 用 适当 的 方法 来 选择 . 


当 变 换 为 曲面 S 的 另 一 面 S- 时 ,积分 (3) 的 符号 相反 。 
[4341】 两 个 积分 n= (+y + ds 和 n= || +y + dP, 
5 P 


( 式 中 S 为 球面 x 十 > 十 z? 二 a? ,P 为 其 内 接 八 面体 的 表面 [x1 十 |y| 十 1z| 王 a) 相差 若 何 ? 
解 ” 若 令 X=asingcosb, y=asingsing, z 一 acosp， 
则 有 
far 
hh=|(z+y zdS= | dp| aa2sinpdb 一 4ra:. 
! 中 | | 
为 求 1 ,只 要 注意 到 |z| 二 a 一 (|x1 十 |y|) ,并 利用 对 称 性 , 即 得 
了 =| c++z)dP=s| dz | VL ty + zy) dy 
p 


a aa 一 区 2 
=16v3 | dz| [2+y +zyt 人 atzty) |ay 
0 [3 


a 2 
=16v3 | | = 一 mn (a— x) —azx(a D+ 人 (ex) |dz 


1 
6 
1 1 1 1 1 1 1 4 
16V3 (3 4 24 于 十 本 十 了 BE 2V3a'. 
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于 是 ,两 积分 之 差 为 hi—1,=2(2x—V3)a!. 


【4342】 计算 | :as， 
式 中 S 为 曲面 x? 十 z* 一 2az (a>>0) 被 曲面 z= VT 十 所 割 下 的 部 分 . 
解 ” 作 变换 
X=arsinb, y=y, z=a+arcos0, 
则 两 曲面 分 别 化 为 
r 一 1， 和 yy 一 2a?cos0(1 十 cos9). 
两 曲面 交 线 的 参数 方程 为 


Xx=asing,， y 一 士 V2uw wecos6(1 十 cosg) ， >z 一 < 十 acosb (一 了 0 ). 
于 是 ， 
| 于 Via Vogt rosg) 可 
[zas= | ao| CatacosWady= | 2V2a’ Veosg VUTTeosD)™ do 
2 “2 


— Via VeosdT Teosd) 


S 


工 DY3 到 
一 1 za | Yeos0_ Y (CI 十 cos0)_ dcosg) 一 一 14 Ze | Yeos0 (1 + cos) dcosg) 
0 sing 0 (1 一 cos0) 


一 4V2wus [ [一 0 十 六 0 一-4]dr=4YZa*|B( 记 , 吉 )+B( 祁 , 方 ) | 一 V2ra’. 
计算 下 列 第 一 型 曲面 积分 : 
[L4343] | tyt was, 式 中 5 为 曲面 z: 十 六 十 之 一 az 之 0. 


解 ”由 于 


2 2 2 2 
Vi+( 闫 ) +( 严 ) 1+ 于 + 部 -A 
故 有 


a Ver a 
: 一 4  _. Eg 
| ryteas [ dr| VE J Va —7r—y )dy 


a a 2 
= (xart+2a we 一 这 )dz=4e | We@ 一 2 dr=4a xe’. 
[4344] | 十 YJdS, 式 中 5S 为 区 域 VY 干 下 之 z 志 1 的 边界 . 


解 面积 S 由 两 部 分 组 成 . 一 部 分 为 Si :zx 二 Vx 十 > , 它 在 Oxy 平 面 上 的 投影 为 x* 十 y 二 1; 另 一 部 
分 为 5S;:z 二 1, 它 在 Ory 平 面 上 的 投影 也 是 zx! 十 y= 二 1. 对 于 这 两 部 分 分 别 有 


Mit ( 甘 ) + ( 兰 ) -V2 AI+( 舌 ) + (六) =1. 


9y 


车 利用 极 坐 标 , 则 有 
| e+)as= 由 ass dp vart 三 op var 
站 n o 
| ! 


[4345] | S 为 四 面体 rz 十 y 十 z 志 1,x 守 0,y 之 0,z 之 0 的 边界 ， 


提示 注意 曲面 S 由 四 部 分 组 成 ,分 别 为 
Si:z 十 y 十 z 一 1,z>0,y>>0,z>>0; Ss :zx 一 0; 9::y 一 0 Si:z 一 0. 
解 曲面 S 由 四 部 分 组 成 ,分 别 为 S1 ;7x 十 y 十 z= 二 1,7x 之 0,y 之 0,z 之 0; Ss:1I 二 0;Ss:y 二 0;S1:z 一 0. 于 
是 ,我 们 有 
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dS 
4 (1 十 并 十 ?入 


一 工 


加 1 7 dz dy 
-fa | | dz|. CI 十 os+), dz] Txt yy 


_ ~ dy r 广 dz 
wS+D| or], Ft 2 dt 


=-W5+Dtn2 一 二) 十 201-In2) 一 2 全 十 3 Dln2 


【4346】 | 1zyz1ds, 式 中 S 为 曲面 < 一 xz? 十 y 被 平面 :一 1 所 礁 下 的 部 分 . 
5 


解 ” 由 于 AI+ (天 ) +( 甘 ) = /IFI TE, 
若 利用 极 坐 标 ,并 注意 到 对 称 性 , 即 得 
由 lzyzldas=4 全 dp|. r'cosgpsing VIT7 rdr=2 | rn Vi+4ri dr 一 上 在 VT 干 4f dz 
5 


| ， 1/y 2 3\|% 125V5 一 1 
一 了 .212 一 工 (2 < 一 -YY 
| 3547 Dy dy 32 (3 5 + 区 | 420 


关 ) 作 代 换 天 一 心 
< ¥* ) 作 代 换 V1T4t 一 


【4347】 站 空 , 式 中 S 为 椭 球 面 ,w 为 椭 球 中 心 到 与 椭 球 面 微 元 dS 相 切 的 平面 的 距离 . 
解 ” 设 椭 球 面 方程 为 十 站 十 在 ==1， 


则 曲面 上 任 一 点 Cx,y,z) 的 法 矢 向 为 ( 地, 说 ,过 ). 从 而 ,由 题 设 知 :p 一 VT 二 站 干 避 cosCn,r) ,其 中 wr 分 


一 


别 表示 点 (zyyy*z) 处 的 法 向 量 和 径 向 量 ， 即 1 9 


而 法 线 与 Oz 轴 夹 角 的 余弦 为 一 一 一- 一 


=2| | A 8+ 广 一 三 )abrd0”， 

-zaie] | -二 二 (二 + 二) T(t) | 
= ak| 2 (二 二) -和 an (二 + 下 )+ 生 Go 
-和 人 


*) 作 广 义 极 坐标 变换 ee 


x x) 利用 关系 式 ， 1 I—7. 


有 Ez 
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[4348] 有 zas, 式 中 S 为 螺旋 面 的 一 部 分 :X= 二 ucosv,y 二 usinv,z 二 v (0<<x<Cai0< uv<<2r). 


解 由 于 
E= (2) + (2%) + (2) =c0s vtsinv=1, 
G= (FE) + (2) + (EE) =wsin vhostvtl=1+w, 
FF 一 2 2 十 22 2 十 32 32 一 一 wsinucosy 十 wcosusinu 一 0， 


故 得 VEG 一 形 = V1 十 好 .于 是 ， 
a Zr a 

zas= | du| v V1 十 于 do=2m | V1ltw dx 一 2 | 蕉 VI 二 本 十 去 InCu 十 VIF) | 
[0 0 0 


5 


站 
二 x [a wwvI 十 ao 十 ln(e 十 wV1 十 吐 )] 


[43492 了 | zas, 式 中 S 为 圆锥 面 的 一 部 分 :z= rcospsina,y 一 rsinpsinae,z 一 rcosa (0 委 r 委 ai0 委 9 委 
S 


2x) 和 a 为 常数 (0<a< 六 ). 


解 ”由 于 
E=cos’ psinza 十 sinz psin2za 十 cosza 一 1， 
G=r cos’ gsin’at rsin’ gsin’ a—=r’ sin’a, 
下 一 (cospsina) (一 rsinpsina) 十 sinpsina(rcospsina) 一 0， 
4 


2x a 
故 得 VEG 一 F* =rsina. 于 是 ， [|=:as= | dz| mcosa。 rsinadr— Ssinacos’a. 
0 0 
和 


[4350] I (ry 十 yz 十 zx)dS, 式 中 S 为 圆锥 面 :一 V 丈 干 区 被 曲面 十 六 一 2ax 所 制 下 的 部 分 . 


9zy (az 一 -二 -> - 
解 由 于 AI+ (至 ) +( 疾 ) A++ V2. 
又 曲面 S 在 平面 Oxy 上 的 投影 域 为 xz? 十 y 记 2ax. 于 是 ,利用 极 坐标 , 即 得 


区 
2 


世 2aco: 
由 (zy 十 yz 十 zz)dS 一 V2 | ? dp| ” [7 cosgsing 二 7 (cosg+ sing) Jrdr 
0 
5 


一 V2 | 请 于 (2acosp)tcosgdg 一 8V2a: 上 cos’  pdy 一 2 2a'. 
2 
【4351】 证 明 泊 松 公式 : 
由 raz+eo+ceds=2x | flu Va’ t+B te )du, 
S$ 
式 中 S 是 球面 xz! 十 y 十 x 二 1. 
证 取 新 坐标 系 Ouvw, 其 中 原点 不 变 , 平 面 ax 十 by 十 cz 一 0 即 为 Oww 面 ,u 轴 垂 直 于 该 面 , 则 有 


__az 十 by 十 cz 


在 新 坐标 系 下 ,公式 左 端的 积分 可 写 为 “| /(u vi 下 丈 二 二 )dS. 
显然 ,球面 S 的 方程 为 z2 十 论 十 一 1 或 十 w= 二 (V1 一 w )?. 
若 表示 成 参数 式 , 则 为 

uU=u,s v= Vl—u cosw, w= Vl—w sinw, 


其 中 一 1 和 wu1,0 志 w2x. 从 而 ， dS= VEG 一 Fdudw= 二 J] a (1—w)’ ~0 dudw= dudw. 
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于 是 ,最 后 得 
|reaz+rey+caods= [| fer VET Te) ds= 三 du | fu Va FE Fe) du 
[9 一 1 
号 Ss 


1 
=2r | flu Va TE Fe du. 
-1 


【4352】 求 抛物 面 壳 一 志 (x* 十 y) (0 过 z<1) 的 质量 ,此 这 的 面 密度 按 规律 o= = 而 变 . 
解 ”质量 为 
M= |‖oas= TT = VIT7Ty drdy= 方 I (r+y) VITE TF drdy 
Ss 


z+y? 2 2 +ty 2 


= do] =VITPar=x| » Vitrdr= | VITA dr) 


so |v VE 
一 到 | 过 QI 二 7 一 也 (+ ] =2QTev3)， 
0 


2 o 15 
【4353】 求 密度 为 om 的 均 质 球面 过 x 十 y 十 xz* 二 a* (z 之 0) 对 于 Oz 轴 的 转动 惯量 . 
解 ”转动 惯量 为 
一 2 2 一 2 2 a 了 
I = 十 多 )oodS 一 oo < 十 y ) 二 am | dp|. zd 
=2xa! ~ sin 36d0 一 人 rat oo. 
【4354】 求 密度 为 m 的 均 质 锥 面 壳 
五 十 点 一 所 一 0 (0<z<b) 
a a b 
XT_»y_z-b 
对 直线 1 0 0 
的 转动 惯量 . 
解 ” 设 (x,y,z) 为 均 质 锥 面 过 上 任 一 点 , 它 到 直线 
ITI_yY_z76b 
1 0 0 
的 距离 为 
省， ti i ”| 。 
了 一 一 — Vr:+y 一 已 
la VT (a Ty) 
va? 十 六 
又 因 AI+ (至 ) + (至 ) = a 


于 是 ,所 求 的 转动 惯量 为 
| [ (2 (LVETF -6) +y jw 和 二 drdy= /ety pe 上 dp|- | (6) +rsinig jrar 


0 0 
2 a 


2 到 2 2 
_ Va 了 2 zx (1 和 十 ; )+ 到 ]= napo (3a’ 一 ) va’ 十 


[4355】 求 均 质 曲面 z= 二 V 亚 干 半 被 曲面 巡 十 交 一 az 所 割 下 部 分 的 质心 坐标 . 
解 ”质量 为 M= | was=vzm J drdy=Vzp, ( 2 ) = Pp 


从 而 ,质心 坐标 为 四 
To = 总 “V2 po I zdrdy—-7 | -dz 站 dy- ;|x Var 一 2 dz 
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x 


1 4 人 "osf 3 
zs 一 “V2m | edrdy— a | dp| =dr= 台 | 


总 


【4356】 求 均 质 曲面 = 一 Va 一式 一 y (7 之 0;y 之 0;X 十 ya) 的 质心 坐标 . 


gz __ 一 工 gz __ yy 


解 因为 1 dy Vr 
、 dz\’ gz a 
所 以 ， dS V1+( 突 ) 十 (于 ) dzdy J 


由 对 称 性 知 , 质 心 的 横 坐 标 与 纵 坐 标 相 等 , 即 


To 一 a fa—t ' 
fs -全 一 一 一 一 dzdy 
5 


dy a Va:—xr—y) " 
0 


at Vai—ri—y 


由 于 ， 上 


| 


arcsinu |" 


1 | (1+w) V1l—w 


r 
-人 
站 
-| 


上 du | 4 1 uy2 
=2a’ 十 一 arctan 
| 4 V2 V1l—u |。 


lt 


故 有 “(3) 二 万 - 
由 ss- | (rr | (a—z)dr = 生 ， 
[eas S 
让 有 i = 上 WE+1)， 

|:s wz) 
即 质心 为 (3 入， py ,全 (VE1)). 


x ) 由 定 积 分 的 几何 意义 知 : 

Le oA) 
x xx) 利用 1957 题 的 结果 . 
【4357】 密度 为 oo 的 均 质 截 圆锥 面 
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7 一 rcosp， y 一 rsinp， z=r (0 委 y 近 2xr,0<<o 委 rr 委 0) . 
以 怎样 的 力 吸 引 质 量 为 m 位 于 该 贺 锥 面 顶点 的 质点 ? 
解 显然 截 圆锥 面 顶点 为 原点 0(0,0,0). 对 应 于 半径 7 处 取 和 斜 高 为 ds 的 锥 面 带 ,其 面积 为 
dS=2rrds=2V2 nrdr. 

它 与 顶点 0 处 质量 为 的 质点 的 引力 在 Oz 轴 和 Oy 轴 上 的 射 投 影 显 见 为 零 ,而 在 0z 轴 上 的 投影 为 
KR 。 2V2 nrdrpo 之 kxmpo dr 

ri VT r 
于 是 , 截 圆锥 面 吸引 质量 为 m 的 质点 (在 顶点 处 ) 的 引力 在 坐标 轴 上 的 投影 为 


a knxmpodr a 
X=0, Y=0, Z [ 7 krmpln 万 。 


dZ 


【4358】 求 密度 为 m 的 均 质 球面 S: 十 十 二 a 在 点 Mo (zo ,yo zo) 的 势 , 即 计算 积 


“| es， 
5S 


式 中 r= V(r rr) +(y— yo) t+(z— zoo). 
解 记 六 一 V 开 十 者 十 台 . 由 对 称 性 ,在 点 Mo (zo ,yo ,zo) 的 势 等 于 在 点 No(0.0,m ) 的 势 .由 余弦 定理 
知 ,球面 上 任 一 点 (z,y,z) 到 点 No 的 距离 为 
r= V 呈 十 届 一 2macosn (OyEn), 
而 球面 带 dS= 2razsinydy. 于 是 ,所 求 的 势 为 


u 二 | =2rep [ Sn . 
s 了 ° Va’+ri—2roacosy 


令 w= 二 a!? 十 rt 一 2roacosy,; 则 2udu 二 2roasingdy, 即 


singdg— 2 du 


4rcoo， ro<a, 
2 二 4 2 
从 而 ,所 求 的 势 为 ee |” du ,>a,. 
0 aro 0 
4rapo ， ro=a 
2 
一 a 
也 即 “hnpo min(a, ). 


上 述 结果 表明 :车 Me 点 在 球面 内 , 则 势 是 个 常量 ; 若 Mo 在 球面 外 , 则 在 该 点 球面 的 势 等 于 将 球面 质量 集中 
于 球 心 的 势 ; 当 Mo 点 从 球面 内 通过 球面 时 具有 连续 性 ,从 而 , 当 Me 点 在 球面 上 时 , 势 也 是 个 常量 , 且 等 于 
球 内 任 一 点 的 势 . 


【4359】 计算 下 (1) 一 | flr,y'z)dS, 
了 -yx 一 
1 一 妇 一 到 一 对 ， Xx 二 Ty 十 xz: 所 1， 
式 中 /yw =| 
0， ZT 十 yy 十 xz 六 1. 


作出 函数 x 二 FO) 的 图 像 . 
解 显然 ,平面 x 十 y 十 z 二 十 Y3 是 球面 zz? 十 六 十 z? 二 1 的 两 个 切 平面 ,于 是 ， 
1l—zx:—y—z, |t|&V3， 


| 
0， |t| 之 V3. 


并 十 > 十 = 一 tt， 
由 方程 组 得 椭圆 方程 
XxX: 十 yy 十 2z: 二 1 


ZX 十 yy 十 [1 一 (x 十 y)]:==1， 
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2 
或 zy try tr y=! 于 ， (1) 


记 该 椭圆 围 成 的 区 域 为 2, 则 
F(E) -| {1—z’—y—[t— (zt+y) J W3dzdy=V3 | [1—#—2(x+y)—2ryti+2t(rty) Jdrdy. 
人 ph 


作 平移 变换 xz 一 式 十 桔 ， y=y 十 专 ， 
’ ’ 7 7 1 £2 
则 方程 (1) 变 为 xz 十 十 zy 一 于 (1 一 号 )， (2) 


记 相应 的 区 域 为 2, 而 函数 为 。 /1 一 与 一 2(0z2 十 yy 一 2 


于 是 ， Fcw=v3) [i 5 2(z2 十 y2) 27'y’ |]dazdy 
由 
让 ;:_X—y :_x+y 
再 作 旋 转变 换 x V3 > 了 2 乡 
则 方程 (2) 变 为 椭圆 的 标准 方程 
;十 > 7 二 1. (3) 
1 让 -让 ] 一 写 
3 3 3 
记 相 应 的 区 域 为 7, 而 函数 为 /二 1 一 与 一 (32 十 yy ). 于 是 ， 
Fw=v3 | [13+y) ja Xdy. 
7 
2 
最 后 , 作 广义 极 坐标 变换 , 邯 A Y=/1— 5 rsing, 
£2 2 2 27 1 
则 有 FwW=( 1 与 ) | | 6 ) (一 rdrdp= (1 一 三 ) [ 于 dg 一 西 (3 一刀 )2， 
其 中 | 中 委 V3 ,而 当 | 引 之 V3 , 则 有 F(t)=0. 
考虑 函数 x 一 FE(D (一 co<t<< 十 co). 我 们 有 
du 


时 一 一生 (3 一 号 ) (li|< v3). 


当 :一 /8 时 ,的 左 导数 一 一 全 (3 
的 导数 存在 且 等 于 零 . 同 理 可 证 ,二 一 V3 时 ,wu 的 导数 也 存在 且 等 于 零 . 于 是 ,曲线 x 一 F(D) 在 it 一 0 处 以 及 
lz| >V3 的 各 :处 切线 都 平行 于 Ot 轴 . 又 :一 0 处 达 极 大 值 x 一 至, 且 为 最 大 值 . 由 于 


9 一 一 经 2 
dr (1—£), 


所 以 , 当 :二 士 ] 时 为 拐点 . 显然 ,图 像 关于 Ou 轴 是 对 称 的 . 函数 二 F(z) 的 图 像 如 图 8. 69 所 示 . 


_ 0, 的 右 导 数 显然 为 零 ( 因 为 :之 V3 时 ,wu 二 0), 故 t==V3 时 wu 
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【4360】 计算 积分 FCD 一 [ FPCzyyyz)dS， 


22 十 2 十 z2 一 经 
?十 2 ， 之 2 十 2 ， 
式 中 1 y z 之 VI 了 
0. < VT. 
解 由 球面 方程 x 十 十 z= 二 知 


Oz __ 一 并 gz ， Dz\ gz 1z| 
ax [ry 9y ti, \ \ (于 ) 十 ( 邯 ) 加 PF) 


2 二， 
而 由 ( 
zx: =x 十 y 
4 站 
可 得 区 十 六 一 (万 ) 
于 是 ,积分 
F(D) = J (x,y,2)dS= TT sty) | dzd 
2 2 人 2 i 7 ) 7 
x ty te =f x 再 


drdyg. 


Eh A 
| dF) 


Ce PEP VE-F+C, 


二 
2 = = 3 十 


0 


4 


2 一 8 一 5V2 1 
12 . 


二 3 
所 以 ， 拉 dr—| 计 (e rz Pr | 
oo Vt 


一 产 


l= 


2r _ 
于 是 ,最 后 得 FC=1 | 8 2 eladp 一 全 Dr, 


【4361】 计算 积分 FryeD=| reeypds， 
S 


其 中 3 是 变 球面 (6 一 zz 六 十 (7 一 ?入 十 (一 2 并 一 必 ， 
1， 名 十 和 十 吕 <a2 ， 
| 了 四 


0, + + a ， 
且 假 设 Vriiy iz >a>o. 
解 记 民 十 yy 十 xz? 二 .旋转 坐标 轴 , 使 点 P(z,y,z) 位 于 Oz 轴 的 正方 
向 上 的 点 Po。(0,0,7) ,如 图 8, 70 所 示 ， 
显然 , 当 0<t 和 <r 一 a 及 二 ra 时 ,整个 球面 上 的 点 满足 名 十 六 十 之 a?， 
此 时 f(&,y, 台 二 0. 从 而 ,积分 


zyvzD= | fe,0ds=0. 
5 


当 一 a<<t<<r 十 a 时 , 则 FCz,y,z,D= | as ,其 中 S' 为 S 位 于 名 十 及 十 吕 二 a? 内 的 部 分 . 从 而 ,我 们 有 
名 


fra? ) 


2r a 
一 2 5 一 2 一 一 2 一 
F(x,y,z,t) [ dp|. tsingd0—2nt: (1—cosa) =2nt (1 


= 于 [a 一 (7D)?]. 

计算 下 列 第 二 型 曲面 积分 : 

【4362】 有 zdydz+ydzdz 二 zdzdy, 式 中 S 为 球面 z 十 十 z: 二 a? 的 外 侧 . 

提示 根据 轮换 对 称 知 ,只 要 计算 | =drdy. 注意 到 上 半球 面 = 一 Va 一 Xx? 一 y 应 取 上 侧 , 下 半球 面 > 一 
和 


一 Ve 一 一 六 应 取 下 侧 . 


解 根据 轮换 对 称 知 ,只 要 计算 | =dzdy 注意 到 上 半球 面 z= VO 二 玉 一 应 取 上 侧 ,下 半球 面 z= 


一 Va 一 工 一 y 应 取 下 侧 , 则 有 
|eazay = TT Va —r—y drdy | (— Va —zr—y )drdy 


2 


2 2 
fa 


一 2 由 Va —7r—y drdy= 2 dp 上 | Va —r dr 一 号 mas 


ry eal 


于 是 ,积分 zavdz+ydzdz+zazdy=3 。 ra =4rxa’, 
3 


【4363】 Devaart acy dedrt hedrdy, 式 中 f(x),g(y) ,hh(z) 为 遵 续 函数 ,S 为 平行 六 面体 0 去 
xdai0<ys00 扫 z<c 的 外 表面 . 

解 ” 只 要 计算 任何 一 个 积分 ,其 他 两 个 可 类 似 地 写 出 结果 . 例如 ,下 面 计算 || A(z)dzdy. 由 于 六 面体 有 
四 个 面 垂直 于 Oxy 平面 , 故 曲面 积分 应 为 零 . 从 而 ， 


ea J hlc)drdy— J h(t0)drdy= abc 


OSrd 0 
OSyEb ORyb 


hl(c)—h(O) 
| 


类 似 地 ,可 得 到 上 f(z)dzdz 及 | g(y)dzdz 的 值 . 于 是 ,所 求 的 积分 为 


fa) — f(0) = g(0) 
a 


十 处 c) 一 产 (0) | 


C 


| jz)dydz 十 gCy)dzdr 十 hz)dzdy 一 atc| 
Ss 


【4364】 用 2dydz+ (2 一 zdxdz 十 (x 一 y)dzrdy, 式 中 SS 为 轿 欠 面 z? 十 六 一 z (0 委 z 委 六 ) 的 


外 侧 . 
解 解法 1: 
记 Si、Sz 分 别 为 锥 面 的 底面 和 侧面 ,而 cosa、cosB、cosy 为 锥 面 外 法 线 的 方向 余弦 .一 方面 ,我 们 有 
i (y 一 z)dydz 十 (z 一 Z)dzdz 十 (zz 一 y)dzdy 一 中 (Zr 一 y)dzdy 一 | dg [ rlcosg— sing)dr 


5 2 
有 人 、 

一 本 | (cosp— sing) dg= 0. 

另 一 方面 ,在 侧面 S: 上 ,对 于 任 一 点 (zyy，*z) ,有 


cosa_ cosB_ cosy 


工 y 一 zz 
从 而 ,dS 在 各 坐标 面 上 的 投影 分 别 为 
cosyd5 王 一 da， cosadS 一 一 去 cosydS= do ， cos8dS 王 一 之 cosydS 一 dass . 
于 是 ， 
| aadydt (2— dedet (x ydrdy [ee z)cosa 十 (z 一 ZX)cosp 十 (Z 一 y)cosy]dS 
Se 32 
一 ll [ 皇 (y+() ry des = —2 I (xz—y)drdy=0. 
2 yh? 和 x fy < 人 2 
综 上 所 述 ,我 们 得 jdae+c ZX)dxzdz 十 (Zz 一 y)dzdy 一 人 
5 3 
解法 2: 


记 曲 面 S 在 各 坐标 面 的 投影 域 分 别 为 S-, ,S。 和 S- . 于 是 ， 
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由 (yy 一 z)dydz 十 (z 一 )dzdz 十 (rz 一 y)dzdy 一 J 《y 一 z)dydz 十 中 (= 一 adzdz+| (r—y)drdy 
号 和 5 S 


[J (y—z)dyds ls oe]+ [| (zz) dzdx J z)dzdz | 


+ ydrdy le y)dzdy | 
二 0 十 0 十 0= :0, 


L4365] | D+ + e+ 十 下 由 , 式 中 S 为 酉 球面 瑟 十 点 5 十 气 一 1 的 外 侧 . 


提示 他 好 质 对称 如 ,只 雪 计 算 | ad 4362 题 类 似 ,注意 曲面 的 侧 ,并 利用 广义 极 坐 标 工 一 
S 
arcosp,y 一 Orsiny， 


解 根据 轮换 对 称 知 ,只 要 计算 一 个 积分 . 例如, 计算] 利用 广义 极 坐标 , 即 得 


drdy_ [| 1 dzdy [| dzdy 
| | 5 了 5 
2 ec 三 一世 2 cafl 三 2》 
< p Tt! a pb 
_2 J 1 -| [ r _ 4xab 3 ,ab 
二 一 dxzdy d dr [一 V1l—r] dx 
“ 2 1 9 V1l—r 5 
+ a? pb 
于 是 ,我 们 有 | 宇 芋 + 天 + 党 =4r( 笃 十 至 十 骆 ) 一 做 (人 十 拉 cc 十 必 扩 ). 
4 工 y 之 a b C abc 


[4366} Jz?dyas+ ydzdz 十 x drdy, 式 中 S 为 球面 (x 一 a 十 (y 一 0)!: 十 (x 一 co) 二 R? 的 外 侧 . 
六 


解 根据 轮换 对 称 知 ,只 要 计算 | :dzxdy. 注意 到 > 一 < 一 士 VR 一 (x 一 a)* 一 (y 一 6)7 ,并 利用 极 坐标 ， 


即 得 


=drdy 


各 
一 中 [c+ VR—(r—a) —(y—0): Fdrdy— J [ec Ri—(r—a)’—(y—b): Fdrdy 


Ga?ty Re C+ yb CR 


2 R 
一 4c 由 VR Ordrdy=4c| dp| VR’—rrdr 
0 o 


(ra)2 ty-b) SR 


于 是 ,我 们 有 zidydz+ y dzdzt zt drdy= SR (Catbte). 


= 


3 15. 斯 托 克 斯 公式 


若 P= P(r,y,z) ,Q 二 Q(zr,y,2z) ,R= 一 R(z,y,z) 为 连续 可 微 油 数 ,S 为 分 片 光 滑 的 有 界 双 侧 曲面 ,其 边 
界 C 为 分 段 光 滑 的 简单 封闭 围 线 , 则 成 立 斯 托 克 斯 公式 : 


cosa cosh cosy 
一 9 3 3 
中 PartadytRee—|| 去 荔 去 |4s， 


P Q R 
式 中 cosa,cosB,cosy 为 曲面 S 的 法 线 的 方向 余 弘 ,并 且 从 此 法 线 所 指 方向 来 看 ,积分 时 围 线 C 的 环绕 方向 
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是 逆 时 针 的 (对 于 右手 坐标 系 ). 
【4367】 应 用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 曲线 积分 
中 ydz 十 xdy 十 zdz， 


式 中 C 为 圆周 zz 十 十 x? 二 a? ,7 十 y 十 zx 二 0, 并 且 从 Oz 轴 的 正 向 来 看 ,积分 时 此 圆周 的 环绕 方向 是 逆 时 针 
的 . 用 直接 计算 法 检验 结果 . 


解 平面 xz 十 y 十 z=0 的 法 线 的 方向 余弦 为 cosa 一 cosg= cosy 一 工 . 


多 


于 是 ， 
cosa cosh cosy 


39 9 9 _ 
中 yartadyt rde=|| 去 和 去 |4s 中 (cose 十 cosp 十 cosy)dS 


工 y z 
二 一 xa’: (cosa 二 cosB8 十 cos7) 一 一 V3 xa’. 
下 面 用 直接 计算 法 检验 结果 . 由 方程 
TX! 十 y 十 x? 二 a*?， Xx 十 y 十 z 二 0 


消去 =, 即 得 曲线 C 在 平面 Ory 上 的 投影 x? 十 六 十 zy 二 分, 作 施 转变 杭 ‘7 2 , 则 方程 化 


为 3z* 十 y* 一 a?. 因而 ,曲线 C 的 参数 方程 可 取 为 


C /cost a /cost 


+ 入 (外)， y= 咎 (好 sm)， = 一 身 ( 一 启 cos) (0 委 : 委 2r). 
于 是 ,所 求 的 曲线 积分 为 
中 ydz 十 zxdy 十 zdz 


= 二 |- ( 守 +sin) ( 尘 +eos) 一 三 cost 人 (0 


a 1 2 


-= 斤 (万 请 )4= 生 ( V3)2x= —V3 xa’. 
可 见 , 两 种 计算 法 结果 一 样 . 


【4368】 计算 积分 | (x — yz)dri+ (yy — zz)dyt+ (x: 一 ZIy)dz， 


此 积分 是 从 点 A(a,0,0) 至 点 B(a,0,h) 沿 着 螺旋 线 zx 一 acosp，y 一 asingp， <= 刀 9 进行 的 . 


提示 将 直线 段 AB 与 曲线 AmB 组 成 封闭 围 线 , 并 依 正方 向 进行 ,应 用 斯 托 克 斯 公式 即 易 获 解 . 
解 ”连接 A,B 两 点 得 线段 AB, 它 与 AmB 组 成 封闭 围 线 并 依 正 向 进行 , 则 由 斯 托 克 斯 公式 知 : 


和 (x 一 3z)dz 十 ( 昂 一 zz)dy 十 (2 一 ZIy)dz 一 fT 0dydz 十 0dzdz 十 0dzdy 一 0. 
9 
于 是 ， 


| (zx’—yz)dzri+(y ~—zxz)dy+ (xz: —xy)dz 
AmB 


h 3 
一 | (zx:—yz)dri+(y —zrz)dyt+(z:—xy)dz= | dz" 一 和 
AB 0 


x* ) 在 线段 AB 上, rx 一 a, y 二 0, dx 一 dy 二 0，, 而 0 所 z 志 hh 
【4369】 设 C 为 平面 xcose 十 ycos8 十 zcosy 一 户 一 0 《cosa,cospB,cosy 为 平面 之 法 线 的 方向 余弦 ) 上 的 封 
闭 围 线 , 所 围 面积 为 S, 求 
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dr dy dz 
中 cosa cosh cosy|， 
x y z 
积分 沿 围 线 C 的 正方 向 进行 . 


cosp cosy COSY cosa 


解 ” 若 记 P= =zcosB— ycosy, 一 一 cosy 一 zcosa， 
y z z 工 
cosa cosB 
R= = ycosa— xcosp, 
I > 
则 得 
dz dy dz cosa cosBh cosy 
人 了 2 了 
中 cosa cosB cosy|= 中 Pdzx+Qdy+ Rdz= 中 于 隐 到 ds 
工 2 之 Pp Q R 


=2| (cos’ a cos: B+ cos’ »ds=2|| ds=2s. 
5 5 


应 用 斯 托 克 斯 公式 ,计算 积分 : 


[4370] 中 (y 十 z)dzx 十 (z 十 xX)dy 十 (x 十 y)dz, 式 中 CC 为 椭圆 周 z==asin’:t, y= 二 2asintcost,z 二 acos:t 
(0 所 1 入 x) ,并 且 以 参数 1 增 大 的 方向 为 积分 时 的 正方 向 . 
解 中 Cyt drt (tz)dyt (rty)de= || odydz+odzdz+odzdy 一 0. 
. 


S 


【4371】 中 (y 一 Zz)dx 十 (z 一 Xx)dy 十 (x 一 y)dz, 式 中 C 为 椭圆 周 x? 
+y =a’， 立 十 闫 一 1 (a 之 0,h 之 0) ,并 且 若 从 Or 轴 正 向 看 去 ,积分 是 
沿 此 椭圆 依 逆 时 针 方 向 进行 的 . 

解 ” 椭 圆 如 图 8.71 所 示 . 把 平面 二 十 万 一 1 上 C 所 包围 的 区 域 


记 为 S, 则 S 的 法 线 方向 为 {h,0,a}. 注意 到 S 的 法 线 方 向 和 曲线 C 的 
方向 是 正 向 联系 的 , 即 得 


中 (y 一 z)dz 十 (z 一 TXT)dy 十 (Z 一 y)dz 
本 


= -2z| dydz 十 dzdz 十 drdy 一 一 2(cosa 十 cosp 二 cosy) J dS 
5 5 


of/ oe Tp 
一 2 (1+) Va Th = —2xa(ath). 


【4372】 中 (yy 十 zz )dz 十 (z 十 z?)dy 十 (Tz? 十 yy )dz, 式 中 C 是 曲线 x ?十 y: 十 z: 二 2Rr,7 十 二 2rz 


(0<<r<R,z>0) ,并且 在 沿 此 曲线 进行 积分 时 ,球面 十 六 十 z? 二 2Rz 外 侧 被 该 曲线 所 围 的 最 小 区 域 始 终 
位 于 左边 . 
解 注意 到 球面 的 法 线 的 方向 余弦 为 
cosa— AR, cosp 一 言 ， cosy= 款 ， 
即 得 
中 Cyt)drt (str)dyt (r+y dz-2 | [CO 一 cose+(z 一 mcosg+(Cz 一 ycos)]d3 
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= [eo (天 一 1) 十 (< 一 疏 宫 +(z 一 ) 间 145 一 2 «was. 


由 于 曲面 S 关 于 Oxy 平面 对 称 , 故 」 6s 0. x -as- Reowas- 民 rr ， 
于 是 ， $ (六 十 z*)dzr 十 (十 zx)jdy 十 (x 十 y*)dz 一 2xRr. 


[4373】 中 一 二)dz 十 ( 习 一 开 )dy 十 (下 一 ydz, 式 中 为 用 平面 + 十 y 十 < 一 a 截 立方 体 0<x 
4u,， 0 安 ya,0 信 zx 人 &a 所 得 截面 的 边界 ,并 且 若 从 Oz 轴 的 正 向 看 去 ,积分 是 沿 C 依 逆 时 针 方 向 进行 的 . 
解 平面 x 十 y 十 z 一 六 a 含 于 立方 体内 的 部 分 记 为 S, 它 在 Ory 平面 上 的 投影 域 记 为 5,, ,其 面积 显然 等 


-3 ys 一 3 - 侧 耻 -让 字 让 工 , 工 工 从 王 
于 总 当 平面 > 十 ?十 * 一 二 < 取 上 便 时 ,法 线 方向 的 单位 向 量 为 { 广 , 方 - 志 } .于 是 ,由 斯 托 克 斯 公式 和 
中 ( 虹 一 好 )dz 十 (对 一 12)dy 十 (在 一 到 )dz 
1 1 
-中 2y 2) 广 st 2z 2 2x 2 让 | 
i so so dzdy 6a 3 az 一 3 as3 . 


【4374】 中 yzidr 二 x zidy 十 Tydz, 式 中 CC 为 封闭 曲线 + 二 acost,y 二 acos21,z 二 acos31, 并 且 以 参数 
. 


! 增 大 的 方向 为 积分 时 的 正方 向 ， 
解 取 S 为 由 参数 方程 
r=ucost, y=ucos2t, z=ucos3t (0RuSa,0RIEC2A) 
表示 的 曲面 , 则 所 给 曲线 C 为 曲面 S 的 边界 . 
于 是 ,根据 斯 托 克 斯 公式 ,有 


4 yzidri+riz dyt ry dz=2 | (y—z)dydz+ y: (z—.r)dzdzt xz: (xr— y)drdy 
Cc 
5 


二 十 2 | 上 {u? cos2t(zcos2t 一 xcos31) (ysz! 一 内 zz 人 ) 十 zx2cos224(xcos31 一 zcost) (zsx! — zt xs) 
+ ucos: 31(ucost ~— ucos21) (zy: — x ys) Jdudt 
一 土 2 [ ui du | [cos’t(cos21— cos3t) (2sin2tcos31t— 3cos21sin3t) 二 cos’: 21(cos3t— cost) 
» (3sin3tcost— sintcos31) 十 cos: 31(cost— cos2t) (sintcos21— 2sin2tcost) ]dt 
一 土 Ea 5 全 [cos’1(cos2t— cos31) (2sin2tcos3t— 3cos2tsin31) 二 cos:21(cos3t— cost) 


» (3sin31cost— sintcos3t)+cos: 3t(cost— cos21) (sintcos21— 2sin2tcost) ]dt 
一 0 , 


上 式 中 正 负 号 应 这 样 选取 ,使 得 S 的 侧 正好 配合 C 的 方向 ( 增 大 的 方向 ), 积 分 |” 可 以 换 为 | 是 因为 被 
积 函 数 (; 的 函数 ) 是 周期 为 2x 的 函数 ,而 | ”等于零 是 因为 被 积 函数 为 奇 机 数 . 
注 本 题 若 不 用 斯 托 克 斯 公式 ,而 直接 计算 线 积分 , 则 较为 简单 
中 ye dritr zidyt+zx:y dz=— [ a’ (cos: 2tcos’ 3tsint + 2cos? tcos’ 3tsin2t++ 3cos’ tcos’: 2tsin31) dt 


< ， ， ， . 
一 一 | a (cos’ 2tcos’ 3tsint+ 2cos’: tcos’: 31sin2t++ 3cos’: tcos: 21sin3t)dt=0,， 


—x 


| 可 换 为 | 及 |”=0 的 理由 同上 . 


0 —x 


【4375】 有 函数 Woy) 一 和 | 人 全 dS (一 常 数 ) ， 


5 


其 中 曲面 S$ 的 边界 为 围 线 C.n 为 曲面 S 的 法 向 其 ,r 为 连接 空间 的 点 M(z.y.z) 与 围 线 C 上 的 动 点 
ACE7 纪 所 成 之 径 向 量 . 证 明 : 此 图 数 为 通过 围 线 C 的 电流 所 产生 磁场 H 的 势 ( 参 阅 4340 题 ). 
证 利用 4340 题 指 出 的 定律 ,并 注意 到 


其 中 rf 一 (8&2)i 二 (py 一 y)j 十 (& 一 >z)k. 即 得 


H =kih 
je 六 (于) 和 9] 二 | 环 问 (六)ee- 芒 (十) 和 e]i+ 碌 闯 ( 庆 )ar 芳 () 二 ] 


利 放 斯 托 皮 斯 公式 .并 注意 到 


即 得 


#1) (人 ) 人 
MH, -4 元 人 ; 外 A ; )ara ll | 5 二 5 让 yi ee kl “ndS 


1 1 1 
(5) o£) (二 | 
,0 广 /. rr ,| r 。 | = 占 半 上 
‘i dS Zlib eal 
同 理 . 用 下 车 | SS， 一 让 基本 ds 
9y 六 Oz rr 
于 是 ,最 后 得 局 一 2 ii 十 2 十 2 
9 并 dy BE4 


即 疝 数 WCr,y,z) 是 磁场 H 的 势 . 


8 16. 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 


三 空间 区 域 V 的 边界 S 为 分 片 光滑 曲面 ,P 二 P(r,y,z),Q 王 QCr,y.z) ,R= 二 R(xz,y.>) 和 它们 的 一 阶 
偏 导数 均 为 区 域 V 十 S 内 的 连续 画 数 , 则 成 立 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 


由 (Peosat QcosB+ Reos7)dS= (去 + 吴 
后 


+ )drdyd:. 
式 中 cosa.cospB,cosy 为 曲面 S 的 外 法 线 的 方向 余弦 ， 

应 用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 变换 下 列 曲 面积 分 , 设 光 滑 曲 面 S 是 有 界 区 域 Y 的 边界 ,cosa， 
cso8,cosy 为 曲面 S$ 的 外 法 线 的 方向 余弦 : 


【4376】 | | > sdydz+ y’ dzdr 十 xz’ dxrdy. 


解 ” 由 于 P= ,Q=y ,R= 二 .从 而 ,2 十 强 + 守 =3Cr 十 y 十 2)， 
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于 是 ， Im dydz 二 + y dzdzr zdrdy—3 jj C2 十 二) drdydz. 
V 


【4377] | yydzdy 十 zzdzdr 十 yzdydz. 


aP 2Q aR 


解 由 于 元 gz dy gz 


元 一 0,， 故 得 


eardo+ ZZzdzdz 十 yzdydz 一 由 0dzdydz 一 0. 
Vv 


[4378] Il zcosa 十 ycosB 十 zcosy jg 


Vi Ty Te 
解 ” 由 于 P= 三 , Q= > , R= = ， 
VT Te Vrty te VTyte 
从 而 ,2PTaQ+ 慌 _ 2 . 于 是 ， 


97 9y 9z Vrity i 
[于 <COsY oy i dzdydz 
5 VT 十 十 之 Vr Fy te 


[4379] 1 (6 cosa Sta) 


aP +32+ 肥 ~ Ea uo g++ 二 Au, 故 得 


解 由 于 ay az ay 


中 Ca Scosy )dS— 下 avdzaydz 


V 
(2 9 9P 9R 9 9 也 
[4380] | 和)cose+ (到 一 绎 )cosp+( 生 一 )eowy as, 


, 则 易 知 2 十 2 -十 2 一 0 
or ay 


aR aQ  ，3ap 3aR ,, _9Q oP 
9z dr’ dr ay 


解 记忆 
于 是 , 原 曲 面积 分 等 于 零 . 
【4381】 证 明 : 若 S 为 封闭 的 简单 曲面 ,而 1 为 任何 的 固定 方向 , 则 
| eos(n, pds=0, 


BE4 


式 中 4 为 曲面 S 的 外 法 向 量 . 

证 明 思 路 注意 cos(n,D) =cosacos(l, xz) 二 cosBcos(l,y)cosycos(l,z), 
其 中 cosaeycosB,cosy 为 fn 的 方向 余弦 ,并 利用 奥 氏 公式 ,命题 即 获 证 . 

证 因为 cos(n,D) =cosacos(l, 并 ) 十 cosBcos(1 yy) 十 cosycos(1 >)， 
其 中 cosa,cosB,cosy 为 n 的 方向 余弦 , 故 有 


wo 1)dS 一 中 cos(l,x)dydzcos(l,y)dzdzxtcos(l,z)drdy. 


由 于 1 为 固定 方向 ,从 而 ,cos(1,x) ,cos(1,y) ,cos(l,z) 均 为 常数 .于 是 ， 
lL cos(n, DdS= j [1 ,gcos(l,y) | eeos 2 | qrdyda= 下 0dzdydz 一 0. 
V 


9x ay gz 
【4382】 证 明 : 以 曲面 S 为 界 的 物体 的 体积 等 于 
一 于 | (zcosa 十 ycosp 十 zcosy)dS， 


式 中 cosa,cosB,cosy 为 曲面 S 的 外 法 线 的 方向 余弦 . 
证 明 思 路 利用 | (xrcosat ycosB+ zcosy)dS= Dsavat yardrt sardy 及 奥 氏 公式 ,命题 易 获 证 . 


证 由 奥 氏 公式 ,有 
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| (eo yeospt zeospas— Davee 上 ydzdz 十 zdzdy | + 2 了 )dzdydz 


一 中 3dzdydz 一 3V， 
Vv 


由 此 可 知 Wal (xcosa 十 ycosB 十 zcosy)dS. 证 毕 . 


【4383】 证 明 : 以 光滑 锥 面 F(z,y,z) 一 0 和 平面 Azr 十 By 十 Cz 十 D 二 0 为 界 的 锥 体 的 体积 等 于 
V 一 本 SH 


式 中 S 为 位 于 该 平面 上 的 锥 底 之 面积 ,日 为 锥 体 的 高 . 

证 证 法 1: 

不 失 一 般 性 , 设 坐 标 原点 位 于 锥 面 F(x,y,z) 二 0 的 顶点 .于 是 .F(x,y,z) 是 x,y,z 的 二 次 齐 次 函数 . 因 
此 ,根据 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 知 ， 


aF 3aF aE 
工 贡 十 > 5 十 = 2F(x,y,z). (1) 


由 4382 题 的 结果 ,有 


V = 也 J (xcosat ycosB+ zcosy) dS 


5S+5] 


一 壮 | (zcosa 十 ycosB 十 zcosy)dS 十 可 | (zcosa 十 ycosp8 十 zcosy)dS， (2) 
5 51 


其 中 S 为 锥 底 ( 位 于 平面 At 十 By 十 Cz 十 D 二 0 上 ), 而 S, 是 锥 的 侧面 . 在 锥 面 S,( 即 F(x,y,z) 二 0) 上 ,有 
Fs F' F: 
coOsa 一 ， cosp 一 ， cosy 一 ， 
士 V 下 天 十 开放 十 下: 二 VF 十 FF 十 F.? 寺 VF FF, 十 FPF.? 
于 是 ,注意 到 (1) 式 , 即 知 在 S$ 上 有 


xzF 十 yFTTzF2 2F(x,y,z) 


士 VEFTTEF TF +tVFT TFITF’ 


cosa 十 ycos8 十 zcosy 一 


9 


从 而 ， 


一 一 


| Creosat ycosp+ zcosy) dS— 0. (3) 
性 
又 在 平面 Ar 十 By 十 Cz 十 D= 二 0 上 ,有 

xcosat ycosB+ zcosy—r* n=—H, 
其 中 r== 吾 十 Wj 十 水 是 从 原点 (0,0,0) 到 点 (zx,y,z) 的 向 径 ,n 为 平面 ( 锥 底 ) 的 单位 外 法 向 量 , 互 为 从 原点 
到 平面 的 距离 ( 即 锥 体 的 高 ). 于 是 ， 


I (xcosat ycosB+ zcosy)dS= ll dS= HS. 
5 5 


由 此 ,再 注意 到 (2) 式 与 (3) 式 , 即 得 V= 广 SH. 


证 法 2: 
取 坐 标 系 Ox'y'z ,使 锥 的 顶点 在 坐标 原点 ,Ox y 下 面 行 于 多 面 ,由 于 在 = 处 的 锥 的 截面 面积 为 
S(xz’ ) = 3 ， 
故 所 求 的 体积 为 V=— 上 SCz)dz 一 | 遍 =dz 一 lsH. 


【4384】 求 以 曲面 z= 二 十 c 及 工 二 acosucosv 十 bsinusinv, y 二 acosusinvu 一 bsinucosvu，z 一 csinu 为 界 的 物 
体 的 体积 . 
解 解法 1: 
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我 们 有 


acos uth siniu, 1) 
以 zx 二 csinu 代 和 人 得 
yt ‘2 
故 所 界 物 体 由 平面 :=c,z= ~c 及 曲 曾 (2) 围 成 . 利用 4382 题 的 结果 , 即 知 所 求 的 体积 为 
v= 二 | (zcosa 十 ycosg 十 scosy)dS。 (3) 
4 


其 中 $1,S; 分 别 是 平面 z= 二 cc,x 二 一 < 上 的 部 分 (此 时 4 一 了 一 一 去 ,从 而 , 必 十 光一 名, 琢 Si ,Sz 为 圆 盘 
习 十 昂 委 六),S, 表 曲 面 (2) 的 部 分 ,xcosa,ycosB,zcosy 表 外 法 线 的 方向 余弦 . 显然 ,在 S| 上 ，cosa 王 cosp 一 


0， cosy 一 -一 于 是 ， 


|c| 


lc 


| (rcosa 十 ycosB+ zcosy)dS= I dS=|c|nxb. 
1 


: 3 
同 理 可 得 J (xcosat ycosB+ zcosy) dS= |c| a’, 
5S, 
此 外 ,有 
| (xceosa 十 ycosp8 十 zcosy)dS 一 | rdydz 十 ydzdz 十 zdzrdy 
如 总 
二 十 dv 上 [Cacosucosvt bsinusinv) (yx — yzh) tT (acosusinv— bsinucosv) (ze 一 站 
0 至 


十 csinz(z 一 zy da 
2 , 
二 十 | do arcosudu 王 土 4xca”， (4) 


其 中 的 正 负 号 应 这 样 选取 ,使 对 应 于 Si 的 外 侧 . 下 面 确定 此 正 负 号 .由 (2),S, 的 方程 可 写 为 F(zr,yvz) 一 


好 ,其 中 Fr 一 人 十 用 十 人 是 二 次 齐 次 函数 . 于 是 ,在 S; 上 ,有 


’ ~ ’ 
F, 下 ， F. 

COSa 二 ， Cosp 一 ， COSY 一 
二 FF 


士 VEFTTEF TE +t VF TE TE + VF FE 
其 中 正 号 对 应 于 S; 的 一 侧 , 负 号 对 应 于 S$; 的 另 一 侧 . 于 是 ,根据 齐 次 函数 的 欧 拉 定 理 , 在 S; (外侧 ) 上 有 


rcosa 十 ycosB 十 xcosy 一 TF ityF ‘tsF: 2F _ 2a: 
-TCOSaT SBT TCOS 5 = = = 7 7 Tr 5 了 
土 VF' 十 Fi 二 Fr 二 VF FF +tVF FTF? 


(5) 
但 在 S; 与 Ory 平面 的 交 线 ( 即 让 十 六 == ,> 一 0) 的 各 点 上 .对 5; 的 外 侧 , 显 然 有 (注意 到 曲面 (2) 关 于 
Ory 坐标 平面 对 称 ) 
cosa 十 ycosB+ zcosy=r + n>0, 
(这 是 因为 此 时 径 向 基 r 一 二 十 妇 十 六 与 单位 外 法 向 基 的 方向 -- 致 ). 由 此 可 知 , 在 (5) 式 中 应 取 下 号. 于 是 ， 


| seosat ycosp+ zeosyydS= || = 2 dS>0. 
从 而 ,由 (4) 式 知 | Geese+yvcos8e+seosmds= 1r | ea 
窜 
综 上 所 述 ,最 后 得 (注意 (3) 式 ) 
V= 二 axlele te 十 el )= 要 (二 入). 


解法 2: 
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不 用 曲面 积分 求 体积 的 公式 (3) ,而 直接 计算 体积 较为 简单 .由 (1) 式 知 , 平 面 > 一 常数 ( 即 x 一 常数 ) 与 
1 (2) 的 截面 S(z) 是 圆 , 故 所 求 的 体积 为 


VY 一 | dz | dzdy 一 | S(z)dz= | na’ cosiut bsin au) |c|d(sing) 
‘ Ss 和 


一 el， [et sin ud(sinw) =rlel [2 te)]= 入 (w+ 人) [cl. 
【4385】 求 以 曲面 x 二 ucosv，y 二 usinv, 二 一 4 十 acosw (4 宇 0) 及 平面 7 二 0,zx 二 0 (a 之 0) 为 界 的 物体 
的 体积 . 
解 解法 1; 
用 S! 表 物 体位 于 平面 =0 上 的 那 一 部 分 ,S;, 为 物体 表面 由 所 给 参数 方程 给 出 的 曲面 上 那 一 部 分 ,此 
外 ,物体 表面 在 平面 x 一 0 上 的 那 部 分 显然 是 一 线段 r+ 二 0,y 二 0,0 志 zx 太 ua. 于 是 ,利用 4382 题 的 结果 , 即 知 
所 求 体积 为 


V 一 方 | (rcosa 十 ycosB+ zcosy)dS, (1) 


SS TS2 


其 中 cosa,cosB,cosy 是 向 外 法 线 的 方向 余弦 . 显然 ,在 St 上 ,cosa 一 0,cos8 一 0.cosy 1,z 一 0, 故 


中 (xzcosa 十 ycosB 十 zcosy)dS 一 0， (2) 
5 
此 外 ,我 们 有 
下 Zcosa 十 ycosB 十 zcosy)dS 一 | zayaz 十 ydzdz 十 zdzdy 
S. 5. 


2 “2 


二 十 | [ucosv (yz — yz ) tusinv (ers — zr (mutacos) riys — rsys) dudv 
了 


二 士 | [ucosv(ucosv—asin’v)Tusinv(asinvecosv 二 usinv) 二 (一 uacosv)uldudvw 


Ls 


三 十 | aucosvdudo= 士 上 do | “aucosvdu 二 十 上 (se cosiv ) dv 
" 工 0 一 下 
» 2 2 
~ 3 工 
人 3 1 ， SIn v 2 2 ， 
一 二 |，? (1—sin vw)d(sinv)=+ta (sinvw 3 ) ， 土 本 4 ， 


其 中 的 正 负 号 应 这 样 选取 ,使 对 应 于 S: 的 外 侧 , 忆 为 wz 的 变化 区 域 ( 对 应 于 S:). 由 此 ,再 注意 到 (1) 式 与 


(2) 式 , 即 得 V 一 土 子 ,但 体积 便 为 正 (V>0) , 故 必 有 了 一 全 ua， 
解法 2， 


本 题 若 不 利用 曲面 积分 计算 体积 的 公式 (1) ,而 直接 计算 体积 , 则 较为 简单 . (下 耐 Q 表 物 体 在 Ozy 平 
面 上 的 投影 ) 


7=|zdzdy= | 一 e+acoso D(z, 
fn 


Dlu,v) 


D 


drdz 一 由 (—&tacosv)ududv 
Db 


Ls 3 区 3 本 
一 上 dv| (一 & 十 acosm) xdux 一 后 上 cos* vdm 一 与 | “(1— sin’vw)d(sinv) = 了 
下 0 亚 u 


【4386】 证 明 公 式 : 


区 
aucose 


| 由 fey adrdyde| ~ | flrsyszut) dS 吕 Sf qrdydz (1>0). 


2 py te2 去 他 7 ty a 


证 证 法 1: 
作 变 量 代 换 x 二 tu,y 二 tv,z 二 tw (1 之 0 固定 ), 则 (利用 奥 氏 公式 ) 


Ty 


各 | i coreodraodz| 一 各 | 中 eeeeresodedode| 
2 2 


; 3 2 
ty te et ur ul 
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ll 


| Bot het) te adv 


dudvdxw 十 中 如 FL dududw 


ut te :<1 


(1[2 9,,.、 9 
| 7 3 ay ft af) 


tl 


1 a 9,,.、.9 3 
+ 下 [六 (D+ 六 (fD+ 革 (fs) jdzdydz+ 由 了 dzdydz 


一 于 I (frcosat fycosB+ fzcosy)dS+ i Fdrdydz (1>0)， 
有 > » 2 .2 


TN ek 


其 中 cosa,cosB,cosy 为 球面 x 十 六 十 xz* = 二 tt 上 向 外 法 线 的 方向 余弦 . 显然 cosa 二 7 ，CcOsB 一 > ，COSY 一 ， 
故 


2 2 2 1 
中 (Jrcosa 十 fycosB+ fzcosy)dS= I f: ds | fds. 
2 2 2 2 
于 是 .最 后 得 
d of 
ER flriy'zt)drdydz) 一 ds 十 Dr ddydz (1>0). 
ry PE 雪人 2 -vy Hz2 4 ty 2 
证 法 2; 


不 利用 奥 氏 公式 更 简单 些 .采用 球 坐 标 , 我 们 有 


’ 2x [ 屯 
| i f(xrysz,t) drdydz = 六 1 | | (rcospcosbsrsinpcosWy rsing. 1) rr? eospasdp| d| 


2 [于 1 f2n『 亚 
一 | | ~ flicospcosy,isingcosy, tsing,t)t cosydydg+t | | | ° En rcosgpcosyg,rsingcosy, rsing,t) 
-至 v0 一 


0 各 
* ricosydydgdr 
af 
一 | flriy,z)dS+ Dr dydz. 


2..2_.2 2 


yz = I 


利用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 计算 下 列 曲 面积 分 : 


[4387] zrayast dzdz 十 zzdzrdy, 式 中 S 为 立方 体 0 过 zx 过 a,0 壹 y 过 a10 志 xz 过 a 的 外 表面 . 
号 


解 EE 上 ydzdz 十 z2dzdy ?站 (Z 十 y 十 z)dzdydz 
5 Vv 


=2| dx | dy|. Crtytedz=6| dz | dy | xdz 一 3a 
四 上 各 他 0 0 


【4388】 由 pradas+ydzdeTedzdy, 式 中 S 为 球 工 十 六 十 xz: 二 a? 的 外 表面 . 


5 


解 le dydz 十 ydzd7r 十 z* dxrdy 二 3 i (十 十 z*)drdydz 二 3 | dp 上 dy | cosydr 
5 Vv 0 各 0 


-6r( 全 cosydy| (| ridr) — 旦 ra, 
[4389] I (Xx 一 y 十 z)dydz 十 (y 一 z 十 x)dzdx 十 (z 一 Xx 十 y)dxrdy, 式 中 S 为 曲面 
S 


|x 一 y 十 z| 十 |y 一 z 十 x | 十 |z 一 x 十 y|==1 
的 外 侧 ， 
解 | y 十 zx) dydz 十 (yz 十 Xx) drdz 十 (z 一 Xx 十 y) dzdy 一 中 3dzrdydz， 
3 Vv 
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其 中 VV 为 由 曲面 | x 一 y 十 z | 十 |y 一 xz 十 x| 十 |zx 一 x 十 y| = 一 1 围 成 的 区 域 . 作 变 换 wx 一 xz 一 y 十 z,o 一 y 一 z 十 


| Dlusv tw) 4 
ze 一 z 一 《十 y， 则 Dz ) 4, 且 由 |u| 十 [wv| 十 |w| 一 1 围 成 的 体积 等 于 二”. 于 是 ,所 求 的 积分 为 
4 3 
| yt edydzty 十 xX)dzdx 十 (zx 一 x 十 y)dxdy i 3 。 村 dxdzdw= 了 ， 他 =1 
时 | 
x*) 由 |u| 十 |v| 十 |w| 二 1 围 成 的 体积 是 对 称 于 坐标 原点 的 正八 面体 的 体积 ,其 大 小 等 于 由 平面 
Fv 二 ww 二 1,u 二 0,v 二 0,w 二 0 所 围 成 的 四 面体 体积 的 8 倍 , 即 为 8。 部 . 方 。 1 一 要 . 


【4390】 计算 由 (x’cosat y: cosB+ x: cosy)dS, 


式 中 S 为 部 分 圆锥 面 z 十 曙 一 于 (0 委 > 委 站 ) ,cosa,cosB,cosy 为 此 曲面 外 法 线 的 方向 余弦 . 

提示 “并 合 平面 S1 ; z 二 hz 十 y 志 h 的 部 分 组 成 封闭 曲面 . 

解 ” 并 合 平面 Si :z 二 hh ,说 十 y 信 有 2 的 部 分 组 成 封闭 曲面 :S$S 十 Si, 它 是 空间 区 域 V 的 边界 ,利用 奥 氏 
公式 , 即 得 
1 2r 五 h 
| Cricosat ycosp+ zicospds=2 有 | (z+ytawdrdyde—2 | dp| rdr| [Lr(cosep 十 sing) 十 z]dz 
ts) VV " 


5 


h 4 
=2« | (ri 一 dr 一 区- 
) 


4 2 
又 内 中 (x cosat ycosh+ zcosy)dS=h J dzdy 一 rp ， 
3 22 < 色 
. 4 4 
于 是 ， | (x cosat ycosB+ zcosy)dS 区 mh’ 区 . 
【4391】 证 明 公式 由 St]| cos(r,n)dS, 
VY 和 


其 中 封闭 曲面 $ 为 区 域 V 的 表面 ,为 封闭 曲面 S 上 的 点 (&,w, 外 处 的 外 法 向 量 , 而 
r= V (6 一 z7 + yy) Tz) ， 
为 从 点 (x,y,x) 到 点 (&,y,8) 的 径 向 量 . 
提示 研究 两 种 情形 :(1) 由 面 S 不 包围 点 (x,y,z); (2) 曲面 S 包围 点 (xX,y,z). 
证 ” 先 设 曲面 S 不 包围 点 (x,y,z)( 即 点 (xX,y,z) 在 V 之 外 ), 我 们 有 
cos(r,N)=cos(r,x)cosat cos(r,y)cosht cos(r,z)cosy, 


其 中 cosa,cosB,cosy 为 中 的 方向 余弦 . 由 于 
cos(r,z)= 生 六， cos(r,y) = ,cos(r,z) =— 2, 


故 cos(r,n) 一 和 cosu | 3 一 Yos8 十 上 一 <cosy 
r r r 
于 是 ,利用 奥 氏 公式 , 即 得 
| eoscr,mas =|| (Acosa + Tcosp t zcosy)dS 
Ey 


5 


中 [ 革 ( 生 3)+ 世 (52) (后) ]aaamc- ‖ 二 dedydg， 


故 i es 3 | cos(r,mds. 


次 设 曲面 S 包 围 点 (x,y,z). 这 时 ,不 能 对 V 应 用 奥 氏 公式 ,必须 用 一 小 区 域 将 点 (x,y,z) 挖 掉 , 即 以 点 
《x,y,z) 为 中 心 ,e 为 半径 作 一 开 球 域 V.(e 充分 小 ) ,其 边界 (球面 ) 以 S, 表示 . 对 闭 区 域 V 一 V. ,应 用 奥 氏 公 
式 , 仿 上 可 得 


espas+ | coscr.mas= 站 [ 订 ( 生 和 )+ 9 (7) + (TF) Jaedrat 


27 
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站 dédrd¥ 
| r 
VO 


€ 


但 在 S. 上 .n 的 方向 与 r 的 方向 相反 , 故 cos(r,n) 一 一 1. 于是， 


| cos(r,n)dS= — 4xe’. 


由 此 可 知 ,在 前 式 中 令 se- 上 0 取 极限 , 即 得 
中 SE lim 用 et — 5 i cos(r.n)dSs. 


所 


[4392】 计算 高 斯 积分 Ir,y, = || sds， 
5s 


式 中 S 为 简单 封闭 光滑 曲面 , 它 是 区 域 V 的 边界 ,n 为 曲面 S$ 上 在 点 (&€,w.8) 处 的 外 法 向 基 .r 为 连接 点 (~， 
ys) 和 点 (&,7,8) 的 径 向 量 ,r 二 V(E 一 Xx)? 十 (yy 一 y)* 十 (5 一 2z)?. 

研究 两 种 情形 ;(1) 曲 面 S$ 不 包围 点 (x,y,zx);(2) 曲 面 S 包围 点 (x,y,z). 

解 ”设法 线 严 的 方向 余弦 为 cosa,cosB,cosy, 则 


cos(r,n)=cos(r,r)cosat cos(r,y)cosB+ cos(r,z)cosy= Fcosa | Ycosgt SEcosy. 


因此 ,高 斯 积 ly = | ant 于 >dgdt zdedy, 


这 里 P 一 人,Q=252,R 5 于 是 ， 


ooP 1 3(é—zx)’ a9Q_ 1 _ 30 一 ?7 oR_ 1 3( 一 z) 


9€ rr 7 9y7 rr ri oF rr rr 
它们 仅 在 点 (x,y,2) 处 不 连续 . 因此 ， 


(1) 当 曲面 S 不 包围 点 (x,y,z) 时 , 则 守 + 各 + 完 一 0 于 是 ,利用 奥 氏 公式 ,有 


zy = | dS=—0. 
S 


(2) 当 曲面 S$ 包围 点 (x,y,z) 时 , 则 我 们 以 点 (zx,y,z) 为 中 心 ,e 为 半径 作 一 球 V. 包围 在 S 内 ,此 球面 记 
以 S. ,将 奥 氏 公式 用 于 V 一 V。 上 , 即 得 
| ds=0, 


但 因 “| sse ds= | (一 二 )as hs 放 和 


Tsys 0 = | ds—dn. 


SS 


、 D2 D2 2 
【4393】 证 明 : 若 A + 


有 界 区 域 V 的 边界 S 为 光滑 曲面 , 则 成 立 下 列 公式 : 
| es= owereya: lk SdS ll + (2E) + (EE) Jazdyqs+audrdya:, 


式 中 及 其 二 阶 偏 导数 是 在 区 域 V 十 S 内 连续 的 函数 , 池 “为 沿 曲面 S 的 外 法 线 的 导数 . 


du _ oAu 
dn 97z 


利用 奥 式 公式 ,(1) 及 (2) 的 公式 均 获 证 . 


证 明 思 路 ”只 要 注意 


|, Ou ou 
cosa ysBT 了 cosy， 
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、 0 ju 
证 (1) 由 于 5 “一 cos3+5 


joa | 学 “ecosy， 因此 .利用 奥 氏 公式 即 得 
fousc 人 ro ou ou TAO ,Au ou . _ [中 _ 
员 md | (Heose | os | Scosy)dS 一 | ( 宛 jy ) drdyd:— | Audrdydz. 
S 3 安 


1 du Nu | ou > 
| (zx jicosatu jy tu Scosy)dS 


= 用 [六 (全 )+ 六 (4 吴 )+ 六 (4 于) ]araya 


dy 


i (5 (2 2 uy: 
二 由 uAu dzxdydz+ (( 2) 1 (党 ) | (<) Jardydz. 
中 
【4394】 证 明 三 维 情形 的 格林 第 二 公式 : 
a au 
呈 drdyds—|| dn on|ds., 
下 “ 轩 S| 也 


式 中 区 域 V 以 曲面 S 为 界 ,n 是 曲面 S$ 的 外 法 向 量 ,而 汤 数 


阶 可 微 . 
du Qu 

、 本 了 fh du AQvu ou Av du gm 

证 dn onlds (v2 7)cosat (ve “eospt (ve TF ) eosy ds 
S| wu 也 s ~ 
i 器 ou dv 0 Au 9v ou dv 
MEG “cosat 记 (v 守 < ) cospt3 ( 区 sR) rd 
fT Qu Oa ， ou div iv dv 
2( 苇 + 荡 + 芝 ) “(7 ay a2 ) jaravd 
t 
“Tr Ag Av 
| dxrdydz. 
W|Iu v 

【4395】 设 函 数 4 二 u(x,y,z) 在 某 区 域内 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导 数 , 若 


Au=2 | Tu | giu 
ox gy 


了 一 0， 
EE 


则 alr,y,z) 称 为 此 区 域内 的 调和 部 数 . 


证 明 : 若 有 界 闭 区 域 V 以 光滑 曲面 S 为 界 ,u 是 此 区 域内 的 调和 函数 , 则 成 立 下 列 公 式 : 
es= 0; ©») 7 (EE) Jareyae= | es. 


式 中 4 为 曲面 S 的 外 法 向 量 . 
用 公式 (2) 证 明 : 区 域 V 内 的 调和 函数 由 它 在 边界 S 上 的 值 唯一 地 确定 . 
证 (1) 由 于 Au 一 0, 故 利用 4393 题 (1) 的 结果 , 即 得 


ou 
| Fd = ji 0dzdydz 一 
了 


由 s 用 oddydet | [ ( (2 ) 1 ( ) +( 
[ua 


与 4333 题 一 样 , 只 要 证 明 :车 在 边界 S 上 调和 也 数 x 二 0 


(2) 利 用 4393 题 (2) 的 结果 , 即 得 


du 
BE4 


ou ou 


3y ) Jardyds 


9u 


gz 


au 


ay 


, 则 它 在 区 域 V 上 也 恒 有 wx 二 0. 事实 上 ,利用 本 


2 


题 (2) .得 
VL 


Vv 


(3 


9 2 


9y 


(二 ) 


Jardyds—0 ， 


因此 ， 2 一 2 一 50， 


即 在 区 域 V 上 4 二 常数 .但 在 S 上 4 一 0, 故 在 区 域 VY 上 4 一 0. 这 就 是 证 明 ; 在 区 域 V 内 的 调和 函数 由 它 在 边 
界 S 上 的 值 唯一 地 确定 . 
【4396】 证 明 : 若 函数 u 二 u(x,y,z) 是 以 光滑 曲面 S 为 界 的 有 界 闭 区 域 Y 内 的 调和 函数 . 则 


“xy 二 | 区 ED - + 内 |as， 
趟 中 是 内 区 域外 的 内 点 (zssvvs) 引 至 开 面 上 的 点 (水 包 的 径 向 本 
r 一 VE) yt 
于 为 曲面 S 上 在 点 (6 人 纪 的 外 法 向 量 . 
证 在 4394 题 中 令 一 二 , 则 当 (6 人 多 Cryyvz) 时 ,有 Av 二 0. 现 以 点 P(x,y,x) 为 中 心 ,p 为 半径 作 


一 球面 S, 含 于 曲面 S 内 ,再 将 1394 题 应 用 到 由 曲面 5S 十 Ss 所 包围 的 区 域 V 内 , 即 得 


1 
- 7(—) , (一 
1 ou r 1 du 
或 下 ran on )ss 下 ran “an Es 


显然 .S 上 的 法 线 是 向 外 的 ,而 S, 上 的 法 线 是 指向 球 心 的 , 即 指向 半径 减少 的 一 方 .因此 ， 


Aan Ar po 
] 1 9 1] 5 3( 二 ) 
于 是 ,我 们 有 | ( 5 2 六 )as | 4 )ss. 
53, 5S 


| 1 9ug ed 


and 
] 1 了 了 7 时 了 # 了 了 
| or ST .yz )4ro 一 4TUCT ,yy ,xz )， 


其 中 xcr yz ) 为 函数 4 在 球面 S$, 上 某 点 之 值 . 从 而 ， 
(二 ) 
1 OK r 
u(x ry sz ) 去 | (= D7 Dy )jss 


寺 式 右 端 与 P 无 关 . 而 limv( .yz 一 xzrvyz). 因 而 . 令 co 十 0. 即 得 


二 ) 
( )=1 吉 1 ou -1 ds 
uu XY 六 An Dn 。 


又 由 于 
7) ?7) 1 
Er 2 (coset 入 cosp+3 zeosy) 
= 一 二 (后 cosa 十 了 YcosB+ 和 scosy) 一 一 cos 本 ， 
故 最 后 得 Ee, 1 党 |4s 


【4397】 证 明 : 若 半径 为 R 的 球 的 球 心 位 于 点 (xo syo,z4),u 王 u(xz,y,z) 为 此 球 内 的 调和 少数 , 则 
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1 
ul Xo » Yo 0 


(中 值 定理 ). 
证 ”在 球 S 上 应 用 4396 题 的 结果 , 即 得 


， 1 9 9 


x ) 利用 4395 题 的 结果 . 有 二 站 


on 


【4398】 证 明 : 敬 有 界 闭 区 域 V 内 的 连续 函数 4 二 u(xr,y,z) ,在 此 区 域内 部 是 调和 防 数 ,并 且 它 不 是 常 
数 , 则 此 函数 在 区 域内 的 点 不 能 达到 最 大 值 和 最 小 值 ( 极 大 值 原理 ). 

证 证 明 与 4337 题 (平面 情形 ) 完 全 类 似 , 设 有 界 闭 区 域 为 0, 它 是 由 有 界 开 区 域 Q 及 其 边界 20 构成 . 
我 们 要 证 明 : 如 果 u(x,y,z) 在 2 的 某 内 点 Po(xo ,yo ,zo) 达 到 其 最 大 值 或 最 小 值 (例如 , 设 达 到 最 大 值 ), 则 
urzsyz) 在 口上 必 为 常数 .下 分 三 步 证 明 : 

(D) 先 证 : 若 球 域 V={ (zz)1(z Xo) 十 (yy 一 yo 六 十 (z zxo)2<o 完全 属于 0, 则 u(x,y,z) 在 V， 
上 为 常数 . 

对 任何 的 0<r<p, 用 S, 表 球面 { 《x,y sz)| (7 一 zo 十 (y 一 yy 十 (z 一 ww 一 尖 ) .由 4397 题 的 结果 可 


知 ro 0) = 7 | ursy,2)dS, 
nr ; 
故 | [u(xo yyoyzo) 一 xzyyz)]dS 一 0. (1 
5 


但 因 u(x ,yo ,zo) 是 最 大 值 , 故 在 S- 上 恒 有 
u(xo sr Yo rT — u(r y,2) 之 0. 
由 此 ,根据 (1 ) , 即 易 知 在 S， 上 w(xro ,yo zo) 一 w(x,y,z) 三 0. 因为 ,车 有 某 点 (zi ,yi,z1)E5, 使 
u(xo sry Zo) — u(xiy :2z1)—=r 0, 


则 由 uCx,y,z) 的 连续 性 可 知 , 必 有 以 (x ,yi,z1) 为 中 心 的 某 小 球 域 o 存 在 ,使 当 (x,y,z) Eo 时 , 恒 有 


Ul Xo ,Yo 0) 一 u(x ,ysY) 之 六 


用 S, 表 S, 含 于 o 内 的 部 分 , 则 


es ,yo Zo) — u(x, yz) dS> J [ul xo ,yo ,一 wz]dS> | 本 ds 一 了 
Sr 


其 中 D, 表 S .的 面积 ,此 显然 与 (1 ) 式 矛盾 . 于 是 ,在 S, 上 有 
xxzoyyoyzo) 一 kryyyz)=0. 
再 根据 7 的 任意 性 (0<r<<p) , 即 知 对 任何 C(x,y,z)EV,, 都 有 u(x,y,z) 二 u(xo ,yo sw). 换 旬 话 说 ,u(x,y,z) 
在 V, 上 是 常数 . 
(2) 次 证 : 设 PCz ,y” ,zx" ) 为 的 任 一 内 点 ( 即 P* EQ), 则 必 有 
u(x” sy 2”) u(ro ,yo zo). 
用 完全 含 于 Q 内 的 折线 ! 将 点 PCro ,yo ,zo) 与 点 P(x yz ) 连 接 起 来 ,用 5 表 390 与 /之 间 的 距离 , 即 
6=min V(r—zx) Ti(y—y) T(z—2)’, 
其 中 min 是 对 一 切 (zx,y,z)E90,(x yz )E€17 来 取 的 (由 于 302,l 是 互 不 相交 的 有 界 闭 集 , 可 证 min 一 定 
能 达到 ,从 而 9>0). 取 0<8 <6. 
以 点 P。 为 中 心 ,8 为 半径 作 一 球 ,得 球 域 
Vo={ Cr yo rn) + (yy ) + (rz) 0) ， 


此 球 域 完全 含 于 Q 内 ,由 (1) 段 已 证 的 结果 知 ,x(zyyyz) 在 V 上 为 常数 ,特别 是 xz(Cr ,yi ,zi1) 二 u(ro ,Yo ,zo). 
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这 里 点 PiCri,yizi) 代 表 球 而 
S= {Cya lr) ty y+ | 
与 折线 ! 的 交点 (参看 4337 题 的 图 8. 68). 
又 以 点 Pi 为 中 心 ,8 为 半径 作 一 球 . 得 球 域 
Vi={ Cr yar tt ). 
于 是 .Vi 也 完全 含 于 旭 内 .由 于 u(xry,>) 也 在 Pi Cawz1) 点 达到 最 大 值 , 故 将 (1) 段 的 结果 用 于 Vi ,可 
知 KGCrsysz) 在 V 上 是 常数 .特别 是 xz) 一 krlyyivsi). 这 里 点 P:(rs yx) 为 球面 
Si={Ceyo rn) +Oy- y+) = |) 
与 /的 交点 ( 除 P, 外 的 男 一 交点 ). 
再 以 点 Ps 为 中 心 ,8 为 半径 作 一 球 域 V;,.…: ,这 样 继续 下 去 . 显然 ,至 多 经 过 nn 次 (n 为 大 于 京 的 最 小 正 
整数 ,s 表 折 线 ! 的 长 ) ,点 PCOz yy ,zz' ) 必 属于 V1. 从而， 


UT oY i ue u(y) = U0 ,Yo To ), 
(3) 由 (2) 段 的 结果 知 ,u(x,y,z) 在 上 是 常数 ,根据 u(r,y,z) 在 QQ 上 的 连续 性 ,通过 由 0 的 点 趋向 90 
的 点 取 极 限 , 即 知 u(x,y,z) 在 名 上 是 常数 .证 毕 . 
注 从 证 明 过 程 中 看 出 , 需 假 定 区 域 (从 而 0) 是 连通 的 . 事实 上 , 若 0 不 连通 , 则 结论 不 一 定 成 立 . 例 
如 , 设 和 二 Vi 十 Vz, 其 中 Vi 与 Vi 是 两 个 互 无 公共 点 的 闭 球 域 ,而 令 
ry) = Ci, (x,y,z)EV, 
Cs, (Xrry'2)EV,, 
其 中 CI 关 Cs 是 两 个 常数 , 则 u(x,y,zx) 显 然 是 人 上 的 调和 浮 数 且 在 从 上 不 是 常数 ,但 它 却 在 其 内 点 达到 最 
大 值 与 最 小 值 . 
【4399】 设 物体 V 全 部 淄 于 液体 中 ,利用 帕斯卡 定律 证 明 : 液 体 的 浮力 等 于 物体 所 排 开 的 液体 的 重 
其, 而 方向 是 竖 直 向 上 ( 阿 基 米 德 定律 ). 
证 将 Ory 坐标 面 取 在 液 面 上 ,而 Oz 轴 垂 直 液 面向 下 . 设 液体 密度 为 o, 浸 人 液体 的 物体 V 的 表面 积 
为 S. 车 对 应 于 面积 元 素 dS 液体 的 深度 为 z, 则 在 dS 上 所 受 的 压力 为 azdS, 由 于 此 压力 总 是 垂直 于 dS 面 
的 , 故 压 力 在 各 坐标 轴 上 的 投影 为 ”一 pxcosadS， 一 ozcos8dS， 一 ozxcosydS. 
利用 奥 氏 公式 , 即 得 作用 于 物体 整个 表面 的 总 压力 在 各 坐标 轴 上 的 投影 
P,= ~p|| zeosedS— —p ji 0dzrdydz 一 0， 
5 y 


P,= ~p|| zeospds= ll 0dzrdydz 一 0， 
Ej Vv 


卫 . 一 ~p|| zcosyds= 一 中 dzdydz 一 一 oV. 
因此 ,压力 的 主 向 量 即 合力 , 朝 着 竖 直 向 上 的 方向 ,其 大 小 等 于 被 物体 排 开 的 液体 的 重量 , 这 就 是 阿 基 米 德 
【4400】 设 S, 是 动 球面 (& 一 x 十 (wy 一 y) 十 (一 xz) 二 六 ,而 函数 1(&,y, 纺 是 连续 的 ,证 明 : 函 数 
1 (fn 
“rd Pas, 


Giu ,du , ou qu 


满足 波动 方程 B17 ay ge gp 


Nu 
一 0, 一 = f(y ;) 
tf 一 (0 of -0 f(x,y 2 


和 初始 条 件 4 


证 首先 指出 ,本 题 应 设 /6,7, 刀 具有 连续 的 二 阶 偏 导数 . 先 验证 函数 “满足 初始 "| ”一 0 条 件 ( 意 
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全 < 
即 limw=0) 及 学。 一 Arvysz)( 意 即 lim 空 一 Crsysz)) 今 国定 (x.y,z). 由 连续 性 知 ,存在 常数 M> 


1= 


使 当 (E 0 yy 十 (V 一 xz 六 记 时 , 恒 有 
[fAé moOIEM, Ifielé,n 0 |EM, [fy EmoIEM, |fré,.n 0 IEM. 
当 0<1< 之 1 时 ,我 们 有 


erent fe ds, < a Mas, = 二 Ma 一 Mr 
由 此 可 知 ,lima(rvyyzyt) 一 0， 
tt 
又 作 变 量 代 换 一 x 十 wt ,ny 一 y 十 vi,5 一 z 十 wt, 则 有 


1 


el y 十 vtz 十 ti)tdS， (1) 


u(riy zi) 一 


其 中 S 是 单位 球面 必 十 忆 十 w 三 1. 于 是 


Ou 1 0 | /| | | 、 
91 Ax Dd flrtutsyt vzt ww) ds 
Ss 


97 ob 


显然 , 当 0 二 /过 1 时 ， i 过 nal 3MdS— 3Mi, 


一 | (au Fo 十 2 ww )rds+ 元 a tye z 十 zwt)dS 二 上 十. (2) 
4 1 CE 


故 lim 了 二 0. 又 显然 (由 于 连续 性 ) 


lim l= 让 | f(r.y5aS= 2 | as= Gray) 
因此 ,得 im 及 = f(r, y,z). 
下 曾 本 验证 4 满足 波动 方程 . 由 (2) 式 ,利用 奥 氏 公式 ,有 (V 为 球体 好 十 让 十 姑 委 1.V 为 球体 wi 十 可 十 wi 
1) 


1 二 去 lL (ee CoOsB+ 2 fcosy)ds= 抬 用 ( Ci 


A AIF oF 


) frtautiyt vt it rt) dudvdw 


让 
n a? 
-| (es 六 + re) zy 十 myz 十 ra)da dv dr 
] 十 了 ， 

一 | | (去 十 本 )ACz+w ,yy 十 加 十 ) dui dv dwen 
sl I fritu yt ,rt ydu du de | 

1 1 f2x ff 于 I 
一 Tz ,| 四 rcosgeosg, y+ recosgsing, z+ rsing)r’ cosgdydgdr ) = 


其 中 cosa 一 ucos8 一 v,co0sY 王 w 为 S 的 外 法 线 的 方向 余弦, 又 由 (2) 式 及 (1) 式 ,有 
1 二 mw/ tees 


从 而 .; mt (>0). 于 是 ， 


vt,z 十 zt)tdS 


3 u 1 0 ut 1 0 1, a ut 国 


1 | 人 ( uy 1 ool; (40) (3) 
oF rr at virxts LDL dant Af dnt 人 tt \dn *) 4rt Di 7 


of (7 十 rcosWcospy 十 rcosyWsinp z+ rsing)r cosgdydgdr | 


=A| 六 [ | f(xrtreosygeosgr yt reosgsing: s+ rsing)r cosydydgdr | 


本 
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=4| [ 四 f(xticosygcosp, yt tcosygsing, zt tsing) cosydydg | =A[ 由 es 0) dS, | 


工 
2 < 


Se 


gu 4 u 


(1>0)., 


收 (0ds ) = (| eas 


of dx ) 一 4 一 


Dr dy Ax 


S 
r 


S$17. 场 论 初步 


1” 梯度 车 ur) 二 u(r,y,z)( 其 中 7 二 如 十 Wj 十 zk) 是 连续 可 微 标量 场 , 则 称 向 量 


du, ou .| ou 
gradx 一 5 5 J 十 区 天 


为 它 的 梯度 , 简 记 为 gradu 一 ,其 中 六 一 i 寺 十 j 萝 +k 基 : 场 w 在 已 知 点 (z,y'z) 的 梯度 的 方向 与 过 此 
点 的 等 值 面 u(x,y,z) 二 C 的 法 线 方向 一 致 .对 于 场 的 每 一 点 ,此 向 基 给 出 函数 4 变化 率 最 大 的 方向 和 大 小 ， 
OU 9u uy 
lgradul =A/ (2 ) +( 宇 ) + (党 ) “ 


场 “在 某 方 向 1{cosaycos8,cosy} 上 的 导数 等 于 ， 


0 9 
TE = gradu "I= 
0 


u Iu ou 
了 cosa 十 Fy oR Teo. 


2” 场 的 散 度 与 旋 度 ” 若 
ar) 一 cr(T yyz)i 十 av (x ya Cr, yk 
是 连续 可 微 向 量 场 , 则 称 标量 


diva=V a 一 2 交 + 
为 这 个 场 的 散 度 . 
向 基 
i j Kk 
rota=V Xa= 站 六 元 
dr a» dada: 
称 为 场 的 旋 度 . 


3” 向 量 通过 曲面 的 通 量 若 a(r) 给 出 区 域 2 内 的 向 量 场 ,S 是 此 区 域内 的 曲面 ,zt{cosa,cos8,cosy} 是 
曲面 S$ 的 单位 法 向 量 , 则 称 积分 


| sas= J (cdrcosa 十 ayvcos8 十 ascosy)dS 
5 


( 式 中 心 二 a*n 为 向 量 的 法 向 分 量 ) 为 向 量 a 在 单位 法 向 其 n 所 指 的 方向 上 通过 所 给 曲面 S 的 通 量 . 以 向 
重 形 式 表 述 的 奥 斯 特 罗 格拉 茨 基 公 式 为 


| as= ji divadxdydz, 


式 中 曲面 S 为 区 域 V 的 边界 .n 为 曲面 S 的 单位 外 法 向 量 ， 
4” ”向量 的 环 量 数 | a 。 dr 一 | eaz+asdy+ads 


称 为 向 量 a(r) 沿 某 曲 线 C 的 曲线 积分 ( 场 的 功 ). 
若是 封闭 围 线 , 则 称 曲 线 积分 为 向 量 a 沿 围 线 C 的 环 量 . 


以 向 量 形式 表述 的 斯 托 克 其 公 式 为 ”中 a * dr= || crota),ds， 


5 
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式 中 封闭 办 线 C 为 曲面 S$ 的 边界 ,并 且 曲 面 $ 的 单位 法 向 基于 之 方向 应 当 这 样 来 选择 :使 得 立 于 曲面 S 上 
的 观察 普 从 法 线 所 指 方向 来 看 , 围 线 C 的 环绕 是 道 时 针 的 (对 于 右手 坐标 系 ). 
5” 有 势 场 ” 阁 向 基 场 a(r) 是 某 标量 4 的 梯度 , 即 gradu 二 a, 则 a 称 为 有 势 场 ,而 标量 4 称 为 场 的 势 . 
若 势 u 为 单 值 消 数 , 则 | » dr=u(B)- ul(A)., 


特别 地 ,这 时 向 量 a 的 环 基 等 于 零 . 
在 单 连通 区 域内 给 定 的 场 & 为 有 势 场 的 充 要 条 件 是 
rota 一 0， 
即 这 样 的 场 应 当 是 无 旋 场 . 
【4401】 求 场 4 二 让 十 2y 十 3 十 xy 十 37 一 2y 一 6z 在 下 列 各 点 的 梯度 的 大 小 和 方向 : 
(DOCOOO00); (2)ACL1.1) (3)B(2.,0.1). 


在 场 中 怎样 的 点 ,梯度 等 于 霉 ? 
5 0 
解 9 y+3, “ 4y 十 2, 2 6x 一 6. 
or ay 口 < 


(1) 在 〇 点 ,有 gradu 二 3i 一 2j 一 6k、|gradu| 一 7, 方向: 


cosae 一 了 ， cospB 7' CO 7 
(2) 在 A 点 ,有 gradu 二 6i 十 3j，|gradu| 二 3V5， 方 向: 
co 万， op 一 万: cosy=0; 
(3) 在 B 点 ,有 gradu 一 7i， |gradu| 一 7, 方向 : 
cosa—= 1, cosB= cosy=0. 
一 般 地 说 ,我 们 有 
jgradu| 二 V(2zr 十 y 十 3) 十 (4y 十 一 2) 十 (6z 一 6) 


要 |gradu| 二 0, 只 要 
12z 十 y 十 3 一 0， 


1 
6x 一 6 一 (0. 


解 之 .得 + 二 一 2,y 二 1.z==1. 即 在 点 (一 2.1,1) 梯 度 为 零 . 

【4402】 在 空间 Qryz 的 哪些 点 , 场 4 二 x 十 y* 十 x* 一 3xyz 的 梯度 
(1) 垂 直 于 Oz 轴 ; (2) 平 行 于 0 轴 ; (3) 等 于 零 ? 

解 gradu 二 (3 一 3yx)i (3y 一 3rz)j 二 (3z: —3ry)k. 

(1) 要 gradu | Oz, 只 要 gradu "Kk 二 0, 即 3z* 一 3xy 二 0 或 x 二 ry. 因此 ,在 满足 x 二 xy 的 点 (x,y,z), 其 
梯度 垂直 于 Ox 轴 . 

(2) 要 gradu/ Oz, 只 要 


人 
3 光一 3xz 一 0， 
解 之 ,得 x 二 y==0 及 -一 y 一 zx. 因此 ,在 点 (0,0,z) 及 (ryvy,z)( 其 中 = 一 y 一 xz), 其 梯度 平行 子 Oz 轴 . 


(3) 要 |gradu| 一 0, 只 要 
3 一 3yz=0， 
I 一 3rz 王 人 )，。 


3z* —3ry=0. 
解 之 .得 + 王 y 王 z. 因此 ,在 满足 zx 一 y 一 = 的 点 (zy'z) 其 梯度 等 十 零 . 


【4403】 给 定 标量 场 wm 二 ， 
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其 中 (Cr 一 4 十 (yy 一 0 十 (之 .在 空间 Qryz 的 哪些 点 成 立 等 式 
| grade| 一 1? 


解 Ou Td Au Vb OU > 一 (C 
BR rr oy ro 六 “ 


| gradu = (2) | (至 ) | (至 ) /2 [Cr-a)t(y 0 十 (z 一 一 一 


要 |gradu| 二 1 只 要 "一 1, 即 在 以 点 (ee 为 中 心 ,1 为 半 和 从 的 球面 计 , 均 有 


srd(m 工 ) | 二 1. 


其 中 (rz 一 4 十 (yy 一 站 -十 (< 一 c7 


【4404】 作 标 量 场 UV 十 风 十 (十 8 十 十 于 十 (一 5) 

的 等 值 面 . 求 通过 点 M(9.12.28) 的 等 值 面 .在 区 不 志士 呈 十 过 委 36 内 maxu 等 于 什么 ? 
解 等 值 面 可 由 = V 习 十 只 十 (z 十 8 和 十 V 十 有 十 (一 8) 

化 简 得 到 . 显然 有 xz VCz 十 8 十 VCx 一 8 全 > 十 8 一 (< 一 58) 一 16. 

于 是 , 当 w 宇 16 时 ,有 ua VT ty tT8) = Vy t+(+8). 

平方 化 简 可 得 中 一 32z 


再 平方 化 简 , 即 得 等 值 而 方程 “于 十) 十 芋 : 


这 是 绕 Oz 轴 旋 转 的 … 个 旋转 面 .图 形 省 略 . 
=9,y=12,z 一 28 时 ,wu 一 64. 因此 ,等 值 别 方程 为 


960 1024 
在 区 域 让 十 十 zx: 之 36 内 .由 于 
= VA 十 十 <2? 十 16z 十 全 十 Vr 十 十 一 16z 十 61 扩 VI00 十 16z 十 V100 一 16x 
故 函 数 /(z)= 二 V100 二 16z 十 V100 一 16z 在 [0,6] 上 的 最 大 值 即 4 的 最 大 值 . 
1 1 


但 是 、 /8( )<° (0 6). 


100 十 16x 100—16z 
故 /(x) 在 [0.6j 上 道 减 . 从 而 . max f(2)=f(0)=20. 
因此 .有 maxu= 一 20. 


【4405】 求 场 = > 在 点 A(1,2.2) 及 B( 一 3.1,0) 的 梯度 之 间 的 夹 角 9. 


rp 十 之 
du vr du 2 ou 2.rx 
ar (Cr+y+e) oy Cv T+) A Ci 二) 


在 点 .8B 的 培 度 分 别 为 
7 4. 4 


gradu( A)= 7 i TgT 1 gi 大 ， gradu( BB) 一 一 各 证 高 了 
于 是 
| 
0s0— gradu( A) *» gradu(B) _ 405 8 
°08S [gradu( A)| : Jgradu(B)| 1 ,1 9“ 
9 10 


[a 


【4406】 没 已 知 标量 场 x= 


= .作出 场 的 等 值 面 和 梯度 的 等 模 面 . 


上 区 域 1<z<2 内 的 infus,supu,inf|gradu| ,sup|lgradie|. 
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其 中 显然 有 0 二 |x| 达 1. 由 此 可 知 , 等 值 面 是 一 个 以 原点 为 硕 点 ,Oz 轴 为 旋转 轴 的 圆锥 ,但 要 去 掉 原 点 O(0， 
0,0). 因此 , 它 是 -- 个 圆锥 孔 ,又 


du 之 QU 了 六 
or Cr Fy CRY (7 Ty )" 
du 1 2 十 yy 
> XT 十 十 (ry 十 局 (二 十 和) 
帮 有 ed 一 
令 一， 显 见 此 等 模 面 是 一 个 以 0: 轴 为 旋转 轴 的 旋转 面 . 现在 令 ?=0, 得 
2 1 “ 2 一 1 
一 cr 十 cz 或 (z 一 云 】 十 之 一 1 (< 天 0)， 


它 是 (zz 面 上 的 圆 . 因此 ,梯度 的 等 模 面 是 一 个 旋转 环 面 . 
当 ]1<z<2 时 ,显然 有 0<xws1; 且 当 xz 一 ?一 0 时 ,x 一 1 而 当 妆 十 y 充分 大 时 4 可 任意 小 , 故 


inf wx 一 0， sup,u=1. 
此 外 .显然 inf lgradu| = inf YF- ty 0. 
1 27 十 十 之 
由 于 对 于 常数 4 之 0, 函数 /0 一半- (0<t<+eo) 当 :< 时 达 最 大 值 /Co 一- 上 2 (这 可 从 讨论 /简单 
a 
地 得 知 ). 故 对 于 固定 的 = .二 的 最 大 值 是 一 去 (=>0) .由 此 可 知 
2Vz “2 
vVTT 1 
ub, aradu| PT 


【4407】 精确 到 高 阶 无 穷 小 量 , 求 在 点 Ru 9 Yn ， 补 0 ) 处 之 二 无 限 接近 的 等 值 面 
wxryz) 一 ( 及 xzyvyz) 王 (十 Ac 
之 间 的 距离 ,其 中 (xo ,ys 24) 二 cc (gradu(zr ys) 天 0). 
解 ” 过 点 M, 作 等 值 面 u(x.y.z)==c 的 垂 线 . 交 等 值 面 wCz,y,z) 一 < 十 Ac 于 点 Mi(xi,yi.z1). 则 显然 
二 等 值 面 x(r,y,2) 二 cc 和 (ry,z) 二 Cc 十 Ac 之 间 的 距离 d= IMM, |. 由 于 梯度 生 直 于 等 值 面 ,因此 、 


一 一 一 


gradu(xo yc) 的 方向 与 Mu Ah 的 方向 或 者 重合 ,或 者 相反 . 于 是 ,注意 到 wx(zo vs 一 c，uCryyivzl) 一 
“十 Ac . 即 知 


2 2 0 
Ac ur yi ut, Vs ,2 和 (yyy. ) 十 区 人 《si 一 zxo) 
or Cr vg es oy Cree) oe 
一 -一 > 一 -一 > 


=[gradu(xro yx)1。AMAM = 十 |gradux(m yyoyzo | | MM, | 
= 十 |gradu( zo ,yo :zi) 1d. 


|ac| 


由 此 可 知 (精确 到 高 阶 无 穷 小 )， dm TEST 


【4408】 证 明 公式 : 


(1)grad(Cx 十 c) 一 gradu (ec 为 常数 ); (2)gradcu 二 cgradu (c 为 常数 ); 
(3)grad(utv)—=gradut+ gradv; (4)graduv= vgradut ugradv; 
(5)grad(w ) = 2ugradu; (6)gradf (u)= f '(u)gradu. 
提示 利用 梯度 的 定义 易 证 . 

证 
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CC gu 9 十 C) du 9(u 十 c) = 


(1) 由 于 元 ， gy ay’ EE >' 故 得 grad(wutc) = gradu., 

(2) 由 20 < 吧 ， 一 ce, 2 一 parte 

(3) 由 于 2 到. 2 + ， 故 得 grad(u 十 v) 二 gradu 十 gradwv. 
(4) 由 FY a 节 Fu 党 ， 3 一 5 tv 2 = it， 3， 故 得 graduv 一 wgradv 十 vgradu. 
(5) 在 (4) 中 令 v= 二 x， 即 得 grad(w?) 二 2ugradu. 

(8) 由 于 ?信人 =/ 生生 ==/ GD) 壮 ， 太 一 J (wD) 如， 琢 得 gradf()==f “(wDgradu 


[4409】 计算 : (1)gradr; (2)gradr ; (3)grad 上 ,其 中 /= V 严 王子 干 埃 . 
rr 


or YY dr yy qr 之 rr ， 
解 (1) 元 二 六， rt 于 是 ,gradr 一 一 ， 其 中 r 一 i 十 wj 十 zk， 


(2) grad(r’)—=2rgradr 27 二 2r， 


1 1 r 
(3) grad 7 gradr 3 


【4410】 求 gradf(r), 其 中 r= Vr 十 yy 十 zi. 
提示 利用 4408 题 (6) 及 4409 题 (1) 的 结果 . 
解 gradf =f’ (gradr ?=f (DE 
x ) 利用 4408 题 (6) 的 结果 . 

x <) 利用 4409 题 (1) 的 结果 


【4411】 求 grad(c…， r) ,其 中 ee 为 常 向 量 ,r 为 引 自 坐标 原点 的 径 向 量 . 
解 设 c=cicyy+c:K ,其 中 ccyvyc: 为 常数 .由 于 


gd(cer) g(eer) dle)_ 


cr 一 cz 十 cvy 十 csz 及 5 二 ay cy， Dz 


故 grad(c。r) 一 c. 
【4412】 求 gradflcxrl: ye 为 常 向 量 ). 
解 |cxr|? 二 (cz 一 cy) 十 (cx 一 cx) 十 (ciy 一 cyr)*. 于 是 ， 
grad{|eXr|?:}=[2c (cr— er) —2c (cy— cx) it[—2c (cz— cy) +2c (cy— cr) dj 
+[2ec (ez— cy) —2c (cx — cz) 大 
=2[x(eTete) me (crteoyter) i y(t te) ec, crteytez) 
+2[zCe 二 e+e) oe (crteyyt es) ]k 


=—2r(c* c)—2c(r* Ce). 


、 9 
【4413】 证 明 公 式 : gradf (us) — I gradut SLegradv. 
证 由 于 9f(usv) gf du aa 9fl(uv) 9f du ,9f dv 9fluwv) 9f du ,9f Ov 
ar du dr dv Adr’ ay du dy dv ay dz du ar dv dz’ 
=3/ du. , Au af /9v. |, 9v, | gm af af 
故 有 gradf (u,v) 人 (5 十 + sk ) 十 了 (ta t Fk ) FBradut 3 gradv. 
【4414】 证 明 公 式 : VI(uv) =uV vtvy ut+2Vuy wv, 
.9 .9 a , 9 9 9 
其 中 YY ia ti ay tk a. Vi’=V.:Yy I 1 ay + 32 


证 由 于 VY (wv) 一 wyYv 十 vYu, 故 
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Vi(u)=VLYV (uw) = (uvvtvu Vw) = Vu tI(vIu) 
=(uV vd VuvTDt Vut TuvV =u Vivtvu Vut2y uv. 
【4415】 证 明 : 若 函数 4 二 u(x,y,z) 在 是 区 域内 可 微 , 且 |gradu| 志 M, 其 中 M 为 常数 , 则 对 于 0 中 任 
意 两 点 A,B 有 : 


|u(A)—u(B)|<Mo(A,B)., 
式 中 p(A,B) 为 A 与 B 两 点 之 间 的 距离 . 
证 由 于 为止 区 域 , 故 线段 AB 整 个 属于 0. 设 日 的 坐标 为 (ru yz),A 的 坐标 为 (ri ,yi,z1), 且 令 
Zi 一 To 一 AZ 一 和 一 Ay,zi 一 xz 一 Az: 并 考虑 一 元 函数 f(1) 二 u(r 十 iAxy 二 tayzs 十 Il4Az)(0 委 上 委 1), 显 
然 F(0)=xCB), FI 一 wA), 且 大 0O 在 [0,1] 上 可 微 , 并 且 
f(D)=u (zottAr, yo titAy, zo +iAz)Ar+Tu (rst tAr, yt iAy ,zo tAZIAY 
十 ws (zo 十 1AX ,yo 十 tAy,zo 十 1Az)Az. 
于 是 ,由 微分 学 中 值 定理 知 
u(A)—u(B)=/f(1)—f(0)=f (8) 
=u' (xotéAxr, yotéAy, zo tEAMATrt uu, (rot éAx, yo éAy, zo éA)Ay+ 
us (xot EAT, yo EAy, zo EAz)AZ 


=[ gradu(xo t+ éAx, yo éAy,zot éA2)] 。 BA, 
由 此 可 知 


[uC(A)—u( BY = |[gradu(zo +éAz, y+éAy, zo +éA2)] » BA| 
|gradu(xo + 8Az, yo +éAy ,2 +EA2)| * |BA| SMo( A,B). 
【4416】 求 场 v 一 五 十 扑 十 气 在 已 知 点 M(x,y,z) 处 沿 此 点 的 径 向 量 + 之 方向 的 导数 . 
在 怎样 的 情况 下 ,此 导数 等 于 梯度 的 大 小 ? 


9u du Aau ou x y 之 Vr ty tz - 
于 一 一 二 一 -一 ， 二 一， 二 一 ,cosy 王 一 ,rr 二 十 yy 十 z?. ， 
解 元 到 cose 十 yc0s8 十 卫 cos7 其 中 cosa 7 cosB COSY 十 y 十 于 是 
du_2r TT ,2y y ,2z z 2u 
= 十 二 一 -一 . 
Br a’ r to r cr r 


2 2 2 3 2 2 2 
又 |gradu| 一 2 / 瑟 十 六 二 三 .要 |gradu| 一季, 只 要 浅 = 入 / 富 十 六 二 , 即 只 要 一 5 一 c. 此 即 所 求 的 解 . 


【4417】 求 场 “一 二 (其 中 ~ 一 Vz 十 yy 十 x? ) 在 方向 1{ cosa,cosB,cosY} 上 的 导数 . 
在 怎样 的 情况 下 ,此 导数 等 于 零 ? 


ou XT Ou y gu 之 
解 总 = 一 再 , 半 一 一 败 , 况 = 一 千 . 于 是 ， 


2 cosa 一 站 cosB 一 言 cosy 5 [cos(Cr,z)cosa 十 cos(r,y)cosp8 十 cos(r,z)cosy] 
六 r r 
cos(L,r) 
7 


要 喧 一 0, 只 要 cos(14,r) 二 0, 即 Lr, 此 即 所 求 的 解 . 


【4418】 求 场 4 二 u(x,y,z) 在 场 vu 二 v(xz,y,z) 的 梯度 方向 的 导数 . 
在 怎样 的 情况 下 ,此 导数 等 于 零 ? 


_ _gradv 
解 I 二 gradv, [gradcl" 了 是 ， 


Qu ,1 gradu * gradv 
gradu 。 L gradvl gradul 


au 
al 
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Au 


要 到 二 0, 只 要 gradx 上 gradv, 此 即 所 求 的 解 . 


【4419】 设 “= 一 arctan 2 'C 二 [十 j 十 k, 写 出 q 一 cX gradu 通过 单位 向 量 i ,j,k 的 表达 式 . 
VE J 天 对 LD J 卫 


解 经- 1 ( 过 ) A 


Tt CF) (二) 
XT 十 y 
ou yx Qu _ (r+ yy 
9y (Cr 十 十 zr 十 yy 六 9z 二 十 
二 是 ， 
i j k 
a =—=cX gradu= 1 1 


dx dy 9z 
1 
一 LCx 二 ++y 十 yz)i 一 (zx 十 y 十 xz)j 十 (x 一 y)zk]. 
ye tit Hy ty Cr ty tra) Cr yk 
【4420】 确定 向 量 场 a 二 xi 十 w 十 2zk 的 向 量 线 . 
解 ”向量 线 系 这 样 的 一 条 曲线 C, 在 C 上 每 一 点 的 切线 与 向 量 场 在 该 点 的 方向 重合 . 因此 ,有 dr/ a, 即 


其 中 a=aji 十 a,j 十 co. 
今 有 a. 一 rd 一 ya 一 2z, 故 得 均 


解 之 ,得 y 一 cx，z 一 cz ， 

【4421】 用 直接 计算 的 方法 证 明 : 向 量 a 的 散 度 与 直角 坐标 系 的 选择 无 关 . 

证 设 除 直角 坐标 系 Oxyzx( 坐 标 轴 方 向 的 单位 向 量 为 i,j,k) 外 , 另 有 直角 坐标 系 Ox yz (坐标 轴 方 
向 的 单位 向 量 为 ,j,k ). 我们 要 证 


i 一 cosai ii 十 cosB 7 + cosyik, 
设 了 一 cosazi 十 cosBzj + cosysk, 
k 一 cosasi 十 cosB; + cosysk. 
又 设 记 二 O00 二 和 i 十 经 十 只 .于 是 ,空间 一 点 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 (x,y,z) 与 (x ,y ,z ) 之 间 的 关系 为 


一 一 


( 令 r 一 OP,r 一 OP): 


x =r rr) 一 (xz 一 a)cosa 十 (y b)cosB 十 (z 一 c)cosyi ， 


yy 一 站 一 (Cr 一 户 ) j=(x a)cosas 十 (y 一 站)cosB: 十 (zx 一 c)cosya ， 


z =r k= rn) k=(r—a)cosat(y—b) eos 十 (z 一 c)cosys ， 
我 们 有 
a =ai’ 十 av 了 “十 ae 
=ar (cosaii 十 cosB 十 cosyiK) 十 av (cosasit cospsj 十 cosys 大 ) 十 as (cosasit cosBj + cosysk). 
由 此 可 知 
人 ke 二 4 cosal 十 4y cosas 十 as cosaas ay=arcosB 十 uv cosB 十 arcosB， a:=arcosy 十 ay cosys 十 ar cosy;. 
于 是 ， 


ou- oa， az ga, ay Qa. pF 


gar | day day 
7 COSai 7 十 cosas 7 十 cosas 一 | cosai 
并 dr Aar or 


十 


dr Or” ar ay dr 9z 
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dar ， ac Qa da day Oct 
十 (cosa ~ COsSa: 7 COSa3 7 ) eosa: (cosa, 六 -CDSa2 一 了 十 cosas 3 )cosw 
oy dy ay dz 个 之 0 之 
同 理 ,可 得 
Oct Qasr | gay da Aar day | da 
Dy (cose Der Cos EE cospbs Ee ) eos8 (cosp, ay cospBs ay cosps ay ) cosp 
ar DCv Ma 
十 (cosp Dr Tcosp De + eosB 2 ) cospB: ， 
DC DGr Gay ! da | da 
一 (cosy 十 cosys 一 广 十 coOsy; 7 jeosy (cosy 5 -二 cosys 9 一 六 二 cosy 2 全 ) eosy 
口 过 or dr ox ody dy 9 
Qa day Qa 
十 (cosy ES + cosy, 一 十 cosys 7 jeosy 
昌之 EE4 dz 


将 这 三 式 相 加 ,得 


dar | da, | da: /dar ，，，， 


ay DC dar Aay DC 
| | i 2 y 1 < 7 下 7 y 7 z 
D7 1 Dy 二 (Lei )37 Ci )T Ck i te j ay 0 了 ?六 十 人 j ) 可 7 


(ek ) + kK ) 十 (及 。 ky 


_ dar | Oay | Oa 
a La 


dy az 


~ ar 


dtS)—0 


【4422】 证 明 ， diva( M) = lim Vass 
其 中 S 表示 围绕 着 点 M 的 封闭 曲面 ,V 是 该 曲面 所 围 区 域 的 体积 ,n 为 曲面 $ 的 外 法 向 量 ,d(S) 为 曲面 S 
的 直径 . 

证 明 思 路 ”注意 a4, 一 a* hn 二 arcosa 十 aycosB 十 aicosY, 并 应 用 奥 氏 公式 及 积分 中 值 定理 ,命题 即 可 
获 证 . 

证 由 于 an 一 和。 于 一 Crcosa 十 aycosB 十 accos7y， 
其 中 cosa,cosB,cosy 是 n 的 方向 余弦 .应 用 奥 氏 公式 以 及 积分 中 值 定理 ,得 


| dS = ee cosat ascosB+ a.cosy) dS= ji ( 瑟 十 生 十 区 )azdydz= | (diva)dzdydz 
Vv VvV 


9y 
= diva(™M ) MM 


其 中 Ml 是 V 中 某 点 , 即 svaM = le dS， 
今 dCS) 一 0, 这 时 V 缩 向 点 M, 从 而 点 Mi 一 M, 取 极限 , 即 得 


diva( M) = lim 坪 Ite ds. 


d(S) 一 人 
证 毕 . 
i J 天 
aa 2 3 
【4423】 求 div 元 35 元 
r Wy z 
提示 利用 散 度 的 定义 , 易 得 结果 为 零 . 
i j 
. 9 9 9 | gw rw NN, | foWwW: dw \. Owy Over 
解 dv 去 下 元 dv| ( 守 了 ji+( 且 /i+ (学 5y )* | 


WwW WW TU 


_9 (2 2 )- 9 (从 ee) 9 ( 尘 2 ) 
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〖【4424〗 证 明 : 

(1)div(a 二 b) 二 diva 十 divb; (2)div(u) 一 c。gradx (ec 为 常量 ,zx 为 标量 ); 
(3)div(ua)=udivata * gradu. 

提示 利用 散 度 的 定义 易 证 . 

证 (DD) 设 a=asitasj 二 ak, b=b,itb,j +b.k. 


Ad(ast+b) 9a, ,9b, 9(la,tb,) 9a, 90 9(a: 二 hb.) 


y ys oud, y 
art ” ay + ay 及 dz 


由 于 9r 9y 


= 十 2 = ' 改 得 div(a+b) = divat divb. 


dx 


(2) 设 c= 二 ci 十 cj 十 ck ,其 中 性 ,csc 为 常数 . 


dl(uci)_ du dlucy)_ qu 9(Uuci) du ppm . 
由 于 5 ci" 9y cy Fy 5 ca 元 , 故 得 divCac) 一 c。gradu。 
9 duc 9 9 Qa- < 
(3) 自 于 和 ) ta du gluc,) ga，， Gur dud) da- ja Nu ， 故 得 div(ua) 一 


dr “ar” dy “9y ay oz “ dz az 
udiva+ a * gradu. 
【4425】 求 div(gradu). 


提示 利用 梯度 及 散 度 的 结果 , 易 得 结果 为 Au (或 记 成 V?u). 


一 了 ON 9 /9u aa ou au Ou 、 2 
解 ”div(gradu) (六 )+ 友 (和 守 )+ 冯 ( 疾 ) 97 1 7 + 32 Au (或 记 成 V ?ww). 


【4426】 求 div[gradf(r)], 其 中 r= Vr 十 六 十 x .在 怎样 的 情况 下 divLgradf(r)]==0? 
提示 利用 4410 题 的 结果 . 


解 ” 由 4410 题 的 结果 知 ， gradf(7)=f (7) 
于 是 ， 
div[gradf (7)]—; [7 (7) 三] + 六 > ]+ 友 | Fen :| 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 
= 六 Cn (到 | 并 + 三 ) + 7 | rr > FF = )=/"" | pn). 


r 


要 div[gradf(7)] 一 0, 只 要 f(y) 十 六 (7) 二 0. 将 上 述 方程 写成 下 述 形式 : 
rf (7) 二 2f'(r) 二 0。 或 [rf 十 f(r] 十 f(r)==0. 


积分 之 , 即 得 rf (四 十 f(r)=C (C 为 常数 ). 
于 是 ,最 后 得 /CD 一 C+ 握 ， 
此 即 所 求 的 解 . 


【4427】 计算 ;(1)divr; (2)div 二 
提示 利用 散 度 定义 , 易 得 结果 :(1)3; (2 过. 


解 CDdivr 一 守 十 党 十 守 一 


BE4 


- 2 2 2 
加 六 ( 玉 )+ 训 六)+ 疾 ( 玉 ) 一 (二 )+ (六 - 兴 )+ (全) 
3 zx 十 yy 十 z2* 3 1 2 
r 六 r r rr 
【4428】 计算 divLf(v)cj], 式 中 cc 为 常 向 量 . 
提示 利用 4424 题 (2) 及 4410 题 的 结果 . 


a / 
解 div[f(ne]=e* gradf(7) 一 ev CD) 二 -Den) 
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x) 利用 4424 题 (2) 的 结果 . 

<*x) 利用 4410 题 的 结果 

【4429】 求 divL f(r)r]. 在 怎样 的 情况 下 该 散 度 等 于 零 ? 
提示 利用 4424 题 (3) 及 4410 题 的 结果 . 


EE) 
解 div[LfC7)r]==f(r)divr+tr* gradf(r)’’=3f(7)+r. f (nn) 二 =3f(7)+rf (7). 


要 div[ f(D) 站 二 0, 只 要 3 了 (1) f=0, 即 全 内 一 二 . 积分 之 , 即 得 


f= 所 (C 为 常数 )， 


此 即 所 求 的 解 . 


x ) 利用 4424 题 (3) 的 结果 . 
x x ) 利用 4410 题 的 结果 
【4430】 求 :(1)div(ugradu); (2)div(ugradv), 


提示 利用 4424 题 (3) 及 4425 题 的 结果 . 
解 (1)div(wugradu)=udiv(gradu) 二 gradu * gradu"’—=uAut (gradu): *™) 


(2)div(ugradv)=udiv(gradv)+ gradv * gradu’’—=uAv 二 gradu * gradv""). 


*) 利用 4424 题 (3) 的 结果 . 


x x¥*x) 利用 4425 题 的 结果 
【4431】 设 流体 充满 空间 并 以 恒定 的 角速度 凤 依 逆 时 针 方 向 绕 Oz 轴 旋 转 . 求 速度 向 量 v 和 加 速度 向 


量 w 在 已 知 时 刻 在 空间 点 M(x,y,z) 处 的 散 度 . 


解 v 二 vw 十 wXr. 微 分 之 , 即 得 
w=w, +wXriwxXr Wo + wXr HwXyv wo FwXriwX Cw +wxXr) 


二 Wo 十 WwXF 十 WX 太 十 (多 srw— (we wr',, 
为 了 计算 divy 和 divw, 先 计算 divC(aXr) ,此 处 a 为 常 向 量 . 由 于 


(aXr),=ayz—ay, (aXr),—ar—az, (aXr),—=ary ar. 


故 得 div(aXr) ax qey) 十 六 (eer az) 十 于 (ary ay) 一 0. 


于 


而 
及 


从 而 ,最 后 得 divw 一 太一 3 在 一 一 2 ， 


是 , 即 得 
divy=divw + div(wXr)=0. 


divw—= divwo +div (wxXr) diviwx yo) div Cw" rw)— divL (w+ w)r], 


div[ (we wl=w: rdivwt we grad(w* rr) =w* Ww =u 


divE (w+ wr]—=w* wdivrir* grad(w* w) = 3w’, 


2 


x*) 利用 向 量 代数 中 的 公式 (二 重 外 积 展 开 式 ) 
ax bXe)=(a* cb— (a* bec. 


xx) 利用 4424 题 (3) 的 结果 
x XxXx) 利用 4411 题 的 结果 . 


【4432】 求 包含 多 个 引力 中 心 的 有 限 系统 所 产生 的 引力 场 之 散 度 . 
解 引力 一 等 (为 常数 ). 于是， 


wor 于 (和 ) 训 (1 庄 ( 各 一 [(- 竺 )+ (各)+( 访 各) 
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一 六 (人 二 0 
【4433】” 求 由 极 坐 标 > 与 表示 的 平面 向 量 a 一 a(r,p) 之 散 度 的 表示 式 . 
解 ” 设 极 坐标 的 > 线 与 2 线 的 单位 向 量 为 e, 与 e., 且 
ar OO) 一 drop)e ta (lr, yg)e,. 
这 里 自然 假定 wav 都 具有 连续 的 偏 导数 , 取 面 积 元 素 AS= Apar, 记 其 围 线 为 AC. 首先 ,推导 向 量 a 


经 过 围 线 AC 的 通 量 , 即 矢 流 . 通 量 可 分 两 部 分 :-- 部 分 是 经 过 > 线 的 ; 另 一 部 分 是 经 过 p 线 的 . 它们 分 别 是 


ri dr ar 
| “srgtapdr— | rgydr= | 


[TY 9ag(r,y) dae(r,g) _ 
[ 3g Agpdr Dp ApAr， 


Aar 
[Lay Cr,g+Ap)—a, (rp) ldr 


a Li a 
| ar Cr 十 Ar,op)(Cr 十 Ar)de 一 | ar(rse)rdep 一 | [a Cr 十 Arp)Gr 十 Am 一 crsP) 门 de 
¢ * ¢ 
Ir 


~ [x afa, (rw)r] 9[La,(r.g)r] . 
人 | TE Ay dg 7 ArAp， 


母 由 于 was 的 偏 导 数 的 连续 性 , 当 Ar.Ag 取得 愈 小 时 ,上 述 近似 等 式 愈 精确 . 于 是 ,向 其 a 经 过 AC 的 通 量 
为 


,a [Oder] ,oa Cr, gp)r) , 
中 。 nds~ | 本 | 5 japar， 


其 中 4 为 曲线 AC 的 外 法 向 量 ,而 且 当 Ar,Ap 愈 小 时 此 近似 等 式 合 精确. 
于 是 ,根据 散 度 的 定义 ,并 注意 到 AS 收缩 为 一 点 (r,g) 与 Ar>0,Ap>0 等 价 . 从 而 . 即 得 


9 , 器 » 
中 a* nds | a 2 十 Le dd jara 
CC 1 dr 


. a 
diva lim AS ym rArAg 
8F 
_1 ae rsp) oa rg)r _ 1 fo2Cra-) ,dae 
-| 9g qr ) r Dr op 


【4434】 设 z=fluyvw), y=g(uvww), z=h(u,v,w), 
用 正 交 曲线 坐标 u,v,w 表示 diva(x,y,z). 作 为 特殊 的 情形 , 求 用 杜 
坐标 和 球 坐 标 表 示 diva 的 表示 式 . 

提示 ”研究 向 量 a 通过 以 曲面 u 一 常数 ,v 一 常数 ,二 常数 为 界 
的 小 立体 (接近 于 长 方 体 )V 的 表面 S 的 通 量 . 

解 ”考虑 向 量 a 通 过 由 曲面 "二 常数 ,v 一 常数 .ww 一 常数 所 界 的 
小 立体 (接近 于 长 方 体 )V 的 表面 S 的 通 量 (图 8. 72), 我 们 有 a= 
wel 十 dez 十 cuei. 在 zx 曲线 上 .只 有 xu 变化 (和 mm 都 是 常数 ) , 故 


dr .11dy), .| qz 
dr Ju da t Fd + 3 duk, 


从 而 ,ds =|dr| 王 1Ldu ,其 中 
LV 总 ) (她) (下 ) =V( 共 ) 二 (各 (全 ) 
ds! 为 4 曲线 上 的 弧 元 素 . 同 理 可 得 dss = Mdv, ds; = Ndw, 
其 中 dss ,dy 分 别 为 v,w 曲线 上 的 闫 元 素 .而 
M=-A/(2Z) +( 吕 ) + (各 ) N= (六) +( 吾 ) 二 (至 ) 
由 于 坐标 曲线 互相 垂直 ,As ,As; ,4ss 都 很 小 , 故 V 接近 于 长 方 体 .因此 ,其 体积 为 
VAsiAss As Sdsi ds ds = LMNdudvdw. 


现 计算 a 通过 V 的 表面 S 向 外 的 通 量 | <,dS,S 共 包 括 六 块 小 曲面 (图 8. 72), 记 垂直 于 e 方向 的 两 块 


Ss 
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为 Si 与 3S( 即 图 中 的 MAM NiM; 与 MI NNN) ,垂直 于 e: 方向 的 两 块 为 S$: 与 S .年 直 于 e; 方向 的 两 块 
为 5; 与 S .显然 ,由 于 曲面 很 小 ,有 


由 wdS 十 中 adSxea AS,AS， 
， 


2 


—a. AS:AS, 


Cu Tn) Cv) 


Ia MN dvdw) 9MNa) god, 


人 
aas du 9u 


as MNdodw| a. MN dvdw| 
同 理 可 得 


1 DCANLe， oa(L 
| was+ | eds Ee dududw. aas+ ads~ ee du dvdiw. 


j dv 
Si S53 Se 


AMNa,) oNLas) | 9(LMa) 
| adSx 


相 加 即 得 


5 5 J Jaudvdee, 


交 


| dS | 


7 ~LMN 


显然 . 当 小 立体 V 愈 缩 向 点 M(VY 愈 小 ) 时 ,上 述 各 近似 等 式 都 愈 精确 . 于 是 , 令 V 缩 向 M( 即 S 的 直径 4d(S) 
趋 于 零 ) 取 极限 ,利用 4422 题 的 结果 ,得 
Jlasas 
diva= lim ,yy -LMN 
特别 是 在 柱 坐 标 情形 下 ,有 x=rcosg， y 一 rsinp， z 一 z (u=r,v=g,w=2). 


于 是 ， 


[ 况 CMNa, ) 十 元 CNLa, ) 十 区 mMas ,| 


[去 CMNa) 十 二 CNLas ) 十 二 TCL Ma ,| 


从 而 ， 
加 9ry gyy” dz (2 az 
LV/ (2) + 2) + (EE) =1, =- V (EE) + (92) + (里 ) = 
ox ( 空 BE4 2 
N= (FE) + (YE) +(E) =1. 
于 是 ， diva— | 2 a) + e+r |. 
广 | or og Az 
在 球 坐 标 情 形 下 ,有 
Z 一 rsingcosp、 y 一 rsingsinp， xz 一 rcosO 《xz 一 rr 一 0 已 一 9). 


从 而 ， LA ( 苗 ) 二 (党 ) +( 生 ) =1，。 M=V (第) +( 劳 ) (号 ) =" 


N= (2) +(%) + (KE) 一 Aing 


Op dg 9g 


于 是 . 


diva = -| 之 (ar ‘sin0) 十 地 Caor sing) | 了 cour) |= 5 1 [sing 训 《arr 天) 十 
og r sing 


rsing 


站 ceosinp+r 全 | 
【4435】 证 明 : 

(1) rot(a+b)= rota roth; (2) rot(ua)=urotat gradu Xa. 

提示 。 利用 旋 度 的 定义 易 证 . 

证 (1) 设 a=ari 二 a,j 十 ak,b 二 bii 十 b,j 十 b.k, 则 有 


i j k i Jj xk i jj k 
_| 32 a 9 | 9 al ia 2 ai 
rot(at 6b) 元 35 元 37 3y 丈 | 二 | 去 3y 吏 rotat+ rotb. 
ar 十 ayt+b, a:y: da: da, as b: b, b; 


Oa: _ 9ay )+ (a ou _ 


du 
一 | 一 十 x ， 
5 经 3y » 9) urotia t+ (gradu X a), 


一 9 一 
(2) rotr(Caa) 到 (eu ) Iz uy) “( 
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同 法 可 得 
rot, (ua)=urotsat+ (gradu Xa),, rot,(ua)=urot:at (graduX a). 
于 是 ， rot(wua) 二 urota 十 gradu Xa. 
【4436】 求 ;(1)rotr; (2)rotL Fr) 门 . 
提示 (2) 利 用 4435 题 (2) 及 4410 题 的 结果 . 


解 (1) rotr ( 叶 空 )i+( 宁 于)7+( 实 EE) 0. 


(2) rot[ F(r) 门 = fr) rotritgradf lr) Xr 一 0 十 矿 ( 门 二 Xr 一 0. 


x) 利用 4435 题 (2) 的 结果 . 
x x) 利用 4410 题 的 结果 


【4437】〗 求 :(1)rotLcf(r)];(2)rotLceX f(r)rj(e 为 常 向 量 ). 
解 (1) rot[ef (I= /frotetgradf (Xe rxe). 


(2) rottcX fr)rl= f(r)rot(cXr)d+gradf(r)X (eXxr). 


i j 大 
9 9 a 
但 是 ， rot(ceXr)= 元 35 Ee 一 2c， 


Cg 一 Cs Ce 一 Ce Cry 一 cy 
gradf (HX (exn = rx xn = tT er Or), 


故 最 后 得 rot[ex fr]=2f6 et Dr “rec—(r* er). 


本 
【4438】〗 证明;:div(aXb) 一 b， rota 一 ga， rotb. 
提示 利用 散 度 及 旋 度 的 定义 易 证 . 


证 diviaXD)=22 (Cap ab dt (ab, ab) ab,— ab.) 
gr 、 > dy Oz 


b. (从 Qa, ) + ( 守 9a- ) + (党 gay ) 


dy 9z gz qx oz gy 
ob:. 9b, 9b. 9p. ( ob, 9b: 
ar > ay a: 一 一 
(3 了 ) (3 3x ) ax 3 ) 


=b* rota—a* rotbh. 


〖4439】 求 ;(1)rot(gradu); (2)div(rota). 


i j 天 
2 9 了 
解 (1) rot(gradu)= 二 |9x 9y oz| 一 0. 
Dr dy gz 
. _ 9 /da. dda, 9 /9a; Qa:\ | 9 /9a, dar 
(2) div(rota) 充 ( Dy )+ 却 人 二 5 | 去 ( 了 ) 0. 


【4440】 设 流体 充满 空间 并 以 恒定 的 角速度 ww 围绕 轴 1tcosa,cos8,cosy} 旋转 . 求 速度 向 量 v 在 已 知 
时 刻 在 空间 点 M(x,y,z) 处 的 旋 度 . 
解 v= 二 vw 十 wXr. 从 而 有 
Viv wy Uy Vo Wy WY, 


dU Ov, 


由 于 roty 一 


一 2 ，rotvy 一 2 及 rotsy 一 2 故 roty 二 2w. 
5y gz : ; 


【4441】 求 径 向 量 "的 通 量 : (1) 通 过 圆锥 体 己 十 交 委 半 (0 委 z 委 站 的 侧 表面 ; (2) 穿 过 此 圆锥 体 的 底面 . 
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解 〈1) 在 侧面 上 ,点 的 向 径 的 方向 与 圆锥 的 母线 重合 . 因此 ,点 的 向 径 与 圆锥 在 该 点 的 法 线 互 相 垂直 ， 
即 r 在 法 线 方 向 上 的 投影 7, 一 0. 于是, 向量 r 通过 侧面 D 的 通 量 为 


-as=o. 
(2) 在 癌 锥 体 的 底面 上 ,r, 二 h 于 是 ,所 求 的 通 量 为 


rdS=h. xh’=xh’, 


[4442】 求 向 量 a 一 籽 十 zzj 十 zx 关 的 通 量 ;(1) 遂 过 圆柱 体 忆 十 由 二 o2 (0 之 z 忆 加 ) 的 侧 表面 ;(2) 通 过 
此 圆柱 的 全 表面. 
解 ” 先 求 (2), 由 于 Ja.as= ji diva dV = i 0dV =0, 


故 向 量 a 通过 圆柱 的 全 表面 的 通 量 为 零 . 
再 求 (1), 又 由 于 S= 王 Sm 十 SF 上 及 在 上 .下 底 上 oa, 一 zy, 故 有 
l adS= 由 zydzdy=2 | dp| rsingcosgdr=0. 


SF .下 底 


于 是 ， 中 asdS=0, 即 向 量 吕 通过 侧面 的 通 量 也 为 零 . 


3 出 
【4443】 求 径 向 量 r 通过 曲面 z= 二 1 一 Vx 十 y (0 委 z 魏 1) 的 通 量 . 
解 设 S 为 所 给 的 曲面 ( 锥 ), 为 锥 的 底面 ( 即 Ozry 平面 上 的 圆 域 z 十 关 委 1). 由 于 


2r 1 了 

| -as+ ||.as= 由 divrav=3| dp| rdr| dz 一 x 
0 0 0 

Ss D Vv 


及 在 D 上 ,rLnm, 故 “~=o,|| -~ dS 一 0, 从 而 ,得 [fds=x. 
b S 


Eg 


[4444】 求 向 量 a 二 zx?i 十 yj 十 zx? 上 通过 正八 分 之 一 球面 < 十 六 十 二 1,x 之 0,y 之 0,x 之 0 的 通 量 . 
解 ” 设 S 为 所 给 的 曲面 ,S, ,S: 及 S; 为 球 内 三 个 坐标 平面 上 的 部 分 , 则 有 
Jfaast aast aast laas= 用 diveav=2 | ryt drdydz 


号 2 2 2 
5 yl | 
了 0.yz2P0.z0 Ee 


到 各 1 
一 2 上 dp 上 dy | ricosy* r(cospcosyt+ singcosyt+ sing) dr 


0 


一 2 。 二 上 dp 上 Leosysingt+ cos’ yl(cosgt sing) Jdy= 方 上 [去 十 (cosp 十 sinp) J]ap= 总 
0 0 站 


2 
但 在 S,(i 二 1,2,3) 上 ,显然 有 alLn, 故 a, 二 0. 从 而 ， 
| aas=0 (i=1,2,3). 


于 是 ,所 求 的 通 量 为 人 as= 二 = 


【444s】〗 求 向 量 a 二 十 对 十 xk 通过 以 平面 
X=0,y= 二 0,z 二 0,X 十 y 十 z 二 a (a 之 0) 
为 界 的 角 锥 的 全 表面 的 通 量 . 利用 奥 斯 特 罗 格 拉 茨 基 公 式 验证 结果 . 
解 解法 1: 


由 于 diva 一 0, 故 所 求 的 通 量 为 | 4.45 一 吕 divadV =0. 


解法 2: 
如 图 8. 73 所 示 . 在 平面 z= 二 0 (S,) 上 ,n 二 {0,0, 一 1); 在 平面 图 8.73 
y 二 0 (S;) 上 ,nn 一 10, 一 1,0) ,在 平面 x 一 0 (S$; ) 上 ,n 二 {一 1,0,0). 于 是 ， 
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向 量 a 通过 曲面 S; 的 通 量 为 


3 
was= | a ndS= | (一 zx)dzdy 一 于. 
S| S) 


Thy 
TE yO 


同 法 可 求 得 向 量 a 通 过 S, 及 S, 面 的 通 量 也 为 一 入， 


1 1 1 、 
对 于 平面 x 十 ?Ts 一 4 (3,) ,其 法 向 量 为 n={ 万 ,万 ' 启 ) 故 通 量 
1 人 1 /Tdrdy 
由 ll (y 十 z 十 Xx)dS 请 由 。 1 十 1 十 1 dzdy 一 


因此 ,最 后 得 向 量 a 通过 角 锥 全 表面 的 通 量 为 


【4446】 证 明 ; 向 量 a 通过 由 方程 r= 二 r(u,v)((u,v)EQ) 给 出 的 有 曲 盏 


由 dS= je 


式 中 a 二 a* n,n 为 曲面 S 的 单位 法 向 量 . 


S 的 通 量 等 于 


27 ) 
0 a Du 


27 ) dudv. 


证 设 曲 面 S 的 方程 为 r=r ui yu viz u,v k, 
dr dx,,9y .| dz Or dx.,|9yY ， oz 
nl | | 一 一 | 
则 有 元 一 到 人 了 世人 
从 而 ， 
i 了 无 
oz dy dx 
dr ar Ip 有 Do = (2 dz A9y 9 i (2 dx 9z 2 ) 7 | (于 Dy gx 22 )k 
Ou gm ou OK ou Au om om Au Au du gun du du oz vu ou 
az ay ax 
du dvu dv 
轩 ar 、 9r ~ ; 
因此 , 易 得 nai = VEG FP 
9 qa 
又 区 多 区 的 方向 显然 是 法 向 量 的 方向 . 于是, 我们 有 
站 9 Or 9 
J[a.as= fe VEG—F ndudv= | (Ox FE)dudo— J(e a 9 ) dudv. 
a 人 
后 a 


【4447】 三 加 通 过 关上 交 姑 风量 大 
提示 “利用 4392 题 (2) 的 结果 . 
解 ”所 求 的 通 量 为 “| 4.dS 一 mw 上 去 r… aas= ss 


。 14” 一 4777， 
x ) 利用 4392 题 (2) 的 结果 . 


【4448】 已 知 向 量 a(7)= > grad( 一 在 )， 


其 中 & 为 常数 ,x; 为 点 M, (点 源 ) 距 动 点 Mr) 的 距离 求 此 向 量 通过 围绕 点 M, (i 二 1,2.… 


的 通 量 . 
、 . ©, Ty er; 
解 首先 ,我 们 有 eo 2 grad (a )— 2 a 
其 次 ,我 们 考虑 这 样 一 个 空间 区 域 V, 它 由 曲面 S 及 包围 点 Mi(i=1,2,… 


小 球 的 球 心 在 点 Mi ,半径 为 p.). 由 于 diva 在 V 站 为 村 故 


| ds= a1 dS, 


,2) 的 封闭 曲面 S 


,7n) 的 个 小 球 所 围 成 (这 些 


其 中 5, 为 第 j 个 小 球面 .但 是 Tas= 1 ( > | “ "dS. 


4r， j=i， 


1 站 四 0， i) 
由 于 | . mds=|| or: :PS 一 | /7 


和 
故 得 | cdS=。 ,从 而 ,| oaS=~ y， e) - 

4 j=! 

x) 利用 4392 题 的 结果 . 


【4449】 证 明 : | sas= i Yiudrdydz, 
S V 


其 中 曲面 S$ 是 区 域 V 的 边界 . 
证 参看 4393 题 (1). 
【4450】 在 温度 场 x 内 ,在 单位 时 间 内 通过 面 微 元 dS 的 热量 等 于 : 
dQ=—kn ， gradudS, 
其 中 为 热 导 率 ,n 为 曲面 $ 的 单位 法 向 量 . 求 在 单位 时 间 内 物体 V 所 吸收 的 热量 .研究 温度 上 升 的 速度 ， 
从 而 推出 物体 温度 所 满足 的 方程 (热传导 方程 ). 
解 ” 由 于 dQ= —kn ， gradudS= — kgrad,udS, 


故 由 奥 式 公式 . 即 得 Q 一 一 kgradw dS= 用 kdiv(gradu)dV. 


因此 ,每 单位 时 间 内 向 物体 内 部 流入 的 热量 为 


ji div(kgradu)dV. 《1) 

这 一 热 景 引起 物体 内 部 温度 的 增加 ,现在 我 们 从 另 一 方面 再 来 计算 此 热量 . 在 时 间 dt 内 温度 增加 
口 以 
or 


dz drt， 


需要 对 体积 元 素 dy 输入 热量 cdupdV —e Ppdidy, 
其 中 * 为 物体 在 所 考察 的 点 处 的 热 容量 . 于 是 ,在 时 间 di 内 整个 物体 就 要 吸收 热量 
d | oo Pav, 


Vv 


如 co PedV. (2) 
Vv 


比较 (1) 式 及 (2) 式 , 即 得 等 式 机 {co Odiv gradu) }dvV=0. 
\ 


而 在 每 单位 时 间 内 所 吸收 的 热 景 即 为 


由 于 上 式 对 取 在 所 考察 境域 内 的 任何 物体 V 都 适合 , 且 被 积 函 数 显 见 连续 , 故 根据 4097 题 的 结果 , 当 
点 属于 所 考察 的 境域 时 , 恒 有 


cp div kgradu) ， 


此 即 所 求 的 热传导 方程 . 
【4451】 处 于 运动 状态 的 不 可 压缩 流体 充满 区 域 V. 假定 在 区 域内 没有 源泉 和 漏 孔 , 试 推出 连续 性 方程 . 


0 
at 


式 中 p 王 p(x,y,x,) 为 流体 密度 ,vr 为 速度 向 量 ,t 为 时 间 . 
提示 研究 流体 通过 包含 在 V 中 的 任 一 区 域 V 的 表面 S' 的 流量 . 
解 ”首先 ,我 们 已 知 :在 每 单位 时 间 内 自 V 中 的 任 一 区 域 V 的 表面 S' 向 外 流出 的 流量 QQ 为 


十 divor) 一 0， 
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Q= | pods= 用 divCop)dV. (1) 
现在 我 们 用 另 一 法 来 计算 Q, 如 考虑 到 在 时 间 d 内 密度 po 增加 52dr, 则 立体 元 素 dV 的 质量 就 增加 


SpqidV ,而 整个 所 考察 的 区 域 V 的 质量 就 增加 


因此 ,每 单位 时 间 内 V' 中 质量 减少 


由 于 V 内 无 源泉 和 漏 孔 , 故 这 个 减少 的 质量 正好 就 是 从 V 的 表面 5S' 流 出 的 流量 Q, 即 


Q= 一 ji 22dv. (2) 
由 


比较 (1)? 式 和 (2)? 式 , 即 得 等 式 机 ( 哇 +divez )dv=0. 
VV 
由 于 上 式 对 V 中 任 一 区 域 V 均 成 立 , 且 被 积 函 数 连续 , 故 根 据 4097 题 的 结果 , 当 (x,y,z) EV 时 , 恒 有 
Se+divi) =0. 
【4452】 求 向 量 a==r 沿 着 一 段 螺 旋 线 
r=acostitasintj +btk (0&tS2n) 


的 环 量 . 
解 ” 由 于 dr 二 (一 asinti 十 acostj 十 6k)di, a* dr 一 天 td, 故 所 求 的 环 量 为 
W= | btdt=2r6. 
【4453】 求 向 量 a= f(r)r (其 中 f 是 连续 阻 数 ) 沿 着 弧 AB 的 环 量 . 
解 ” 所 求 的 环 量 为 ”W= ” f Wr dr= | FnDr tds= 折 f rdr, 
"A "A A 
其 中 i 是 单位 切 向 量 . 
【4454】 求 向 量 4 二 一 jj 十 zj 十 叱 (c 为 常数 ) 的 环 量 : 
(1) 沿 着 圆周 x 十 二 1,z 二 0; (2) 沿 着 圆周 (x 一 2): 十 y: 二 1,z 二 0. 
解 (1) 圆 zx: 十 y= 二 1,z 一 0 的 径 向 量 r 适合 方程 
r 一 costi 十 sint 了 十 0K (0127n). 
由 于 Q。dr 王 (一 Sinii 十 cost 了 十 cK)。( 一 sinti 十 cost 了 十 0 天 )dt 一 dt， 


故 所 求 的 环 量 为 | "di 一 2x. 


(2) 对 于 圆 (x 一 2): 十 y 二 1,z 二 0, 有 
7 一 (2 十 cost)i 十 sint 十 OK (0<tR2N). 


由 于 a* dr 一 (2cost 十 1)di, 故 所 求 的 环 量 为 。| (2cost 十 Ddi 一 2x. 


【4455】 求 向 量 a==grad(arctan 过 ) 沿 着 围 线 C 的 环 量 工 : 


解 我 们 有 一 
于 是 , 易 知 rotae 一 0( 除 zx 一 y= 一 0, 即 Oz 轴 上 的 点 ). 
(1) 若 C 不 围绕 Ox 轴 , 则 可 于 C 上 张 一 曲 面 S$ ,使 S 与 Oz 轴 不 相交 ,于 是 ,根据 斯 托 克 斯 公式 ,得 


(DC 不 围绕 Oz 轴 ; (2)C 围绕 Oz 轴 . 
+ i 十 


I ， 
元 十 天 了 
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工 一 bo ll n* rotadS=0. 


(2) 若 C 围绕 Oz 轴 . 先 设 C 正好 围绕 Oz 轴 旋 转 一 周 , 取 常数 r>0 充分 小 ,使 C 位 于 平面 z==t 的 上 
方 .在 平面 xz- 二 + 上 围绕 Oz 轴 取 一 圆周 C, (十 二 z 王 +) 充分 小 ,使 半径 7 小 于 C 到 Oz 轴 的 距离 .以 C 
与 (> 为 边界 张 上 一 曲面 5S, 使 S 与 Oz 轴 不 相交 . 由 斯 托 克 斯 公式 ,得 


中 。 .dr+ 中 lb 。 rotadS=0,， 


其 中 一 C, 表示 沿 顺 时 针 方 向 取向 . 于 是 ， 


r= 中 “dr adr. 


但 取 C, 的 参数 方程 x 一 rcos6,y 二 rsin9,z 一 + 后 ,得 


2 1 2n 
p a .dr 一 | | 2) rsing) 十 (2 ) (reosg) |dg— | d9=2x. 
Cr 0 r 0 


从 而 .一 ba .dr 一 2r. 


现 设 C 围绕 Oz 轴 旋 转 了 ” 圈 . 为 叙述 简单 起 见 ,假定 "一 2. 在 平面 Ozx 上 引 辅 助 线 ( 直 线段 )4B ,将 C 
分 解 成 两 个 只 绕 Oz 轴 转 一 周 的 闭 曲 线 
C=ABMA 与 C=ANBA 
(图 8.74). 根据 前 面 已 证 的 结果 可 知 


中 a* dr 一 2r， 中 4。dr 一 2r. 
Ci C2 


于 是 .注意 到 AB 的 曲线 积分 (第 二 型 ) 与 BA 上 的 曲线 积分 相 消 , 即 得 


T= 中 。 “ar a drth. a* dr=4x. 


完全 类 似 地 ,可 得 一 般 情况 (C 围绕 Oz 轴 旋 转圈) 时 ,有 
r= a ，dr 一 2r7. 


【4456】” 平面 的 不 可 压缩 定常 流 由 速度 向 量 
w=u(r, yivr, yj 

描述 , 试 确定 :(1) 经 过 区 域 S 的 边界 (封闭 围 线 )C 流出 的 流体 的 量 Q( 流 量 );(2) 速 度 向 量 沿 着 围 线 C 的 环 
量 工 . 若 流 场 无 源泉 .无 漏 孔 且 无 旋 度 , 则 函数 wx 和 vv 满足 怎样 的 方程 ? 

解 (1) 考 虑 包含 着 点 D(x,y) 的 两 边 长 分 别 为 Az 与 4y 的 小 矩形 元 
ABCD( 图 8.75)， 

在 单位 时 间 内 沿 Oz 轴 方向 从 AD 边 流入 的 量 为 x(z,y)Ay( 为 简单 起 
见 , 设 密度 o=1) ,而 同时 从 BC 边 流出 的 量 为 u(x 十 Ar,y)Ay. 于 是 ,在 单 
位 时 间 内 , 沿 Ox 轴 方 向 从 单位 面积 的 小 正方 形 内 流出 的 量 为 


(Zr 二 Ar,y) 一 UKCT，yY) 
AzAy 


Ay. 


Ou 


当 Ax 一 0 时 ,此 比值 的 极限 就 是 在 点 (x,y) 沿 Oz 轴 方 向 的 发 散 强度 . 


图 8.75 


类 似 地 ,- 就 是 在 点 (x， y) 沿 Oy 轴 方 向 的 发 散 强度 . 于 是 ,在 点 (z， 光 处 流体 的 发 散 强度 为 52 + 和 而 对 于 
面积 元 dzdy 的 流量 即 为 


EY 
因此 ,总 的 流量 为 Q= | 2)azrdy. 


199 


另 一 解法 ; 令 点 了 为 围 线 C 上 的 任 一 点 ,天 为 向 外 法 向 量 , 考 虑 曲线 元 素 ds. 单位 时 间 内 通过 ds 弧 段 的 
流 基 为 


dQ=w, ds. 
其 中 rw 为 点 P 处 的 流速 w 在 法 向 量 n 上 的 投影 :zw 一 w，n. 于 是 ,所 求 的 通过 曲线 C 的 流 基 
Q= | ds 
2 _ dy dx’ , 
但 是 ,ww 一 w， nucos(n, xr) twos(n yu , 故 得 
Q= | vdy 一 sdz 
应 用 格林 公式 . 即 得 Q=|| (E+ )drdy. 


(2)dP 一 mw。 dr 二 udx 十 vdy, 故 


r= | drtvdy=|| (名 于 )dzdy 


5 5z 9y 
车 流 场 无 源泉 .无 漏 筷 及 无 旋 度 , 则 对 于 流 场 中 任何 围 线 C 及 其 所 包围 的 区 域 $, 均 有 
Q=0 及 T=0. 


于 是 ,在 流 场 中 的 每 一 点 , 均 有 


gu gm gu_ gu du_ dvumdvu_ ou 
元 十 区 0 及 元 9y 0 或 gx 胞 及 5 ay 


这 就 是 u,v 所 应 满足 的 方程 . 

x ) 作者 注 : 从 原 书 答案 来 看 ,本 题 叙 述 有 误 . 最 后 的 问题 中 "流体 是 不 可 压缩 ”应 改 为 “ 流 场 无 源泉 、 
无 漏 孔 ”, 而 在 题目 开始 ,应 假定 流体 不 可 压缩 . 

x x ) 参看 4323 题 的 推导 . 


【4457】 证 明 ; 场 a 二 yz(2x 十 y 十 z)i 十 Xxz(x 十 2y 十 z)j 十 zy(Xz 十 y 十 2z)k 是 有 势 场 ,并 求 这 个 场 的 势 . 


提示 只 要 证 明 rota 一 0. 又 由 势 w 满 足 du 一 a， dr, 可 得 wu 二 Tyz(X 十 y 十 xz) 十 C, 其 中 CC 为 任意 常数 . 
解 ” 由 于 对 空间 任 一 点 C(x,y,z) 均 有 


a a , /9 9 
rota = { 坊 [zy(z+y 二 2] 一 站 [zz(z 十 2 十 要 ] }it (六 [yz(2z 上 y 十 z)] 元 Lzy(Cz 十 ?十 2x)] ) 


十 { 过 [zz(z 十 23 十 o] 一 区 [yz(2z 十 ?十 轨 ] jk 
二 0， 
故 a 为 有 势 场 . 
又 由 于 势 w 满足 
du 一 Ga。，dr 一 yz(2z 十 y 十 z)dz 十 zz(Zz 十 27y 十 z)dy 十 zy(Cz 十 y 十 2z)dz 
二 xyz(dzx 十 dy 十 dz) 十 (x 十 y 十 z)(yzdzx 十 zxdy 十 Tydz) 二 Tyzd(Xx 十 y 十 z) 十 (Xx 十 y 十 z)d(xryz) 
一 d[xyz(z 十 y 十 z)j」， 
故 势 x 一 x+yz(x 十 y 十 z) 十 C, 其 中 CC 为 任意 常数 . 


【4458】 求 由 位 于 坐标 原点 的 质量 m 所 产生 的 引力 场 a 一 一 语 r 的 势 . 


解 由 于 dx 一 av dr 一 一 加 (zdz 十 ydy 十 zdz) 一 一 藻 d(7) 一 一 办 一 d( 辽 )， 


故 势 w= 了 ++C (C 为 任意 常数 ). 通常 取 xz 一 人 (r 冯 0). 


【4459】 求 质量 mi 二 1,2,…,n) 的 质点 位 于 点 M (i 二 1,2,…,n) , 求 此 质点 系 所 产生 的 引力 场 的 势 . 


n 


解 引力 场 a= 一 》) 写 六 ,其 中 ri 为 动 点 M 与 M, 之 间 的 距离 . 由 于 


二 1 
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dx=a-dr-d( 闷 蔚 )， 
改 势 w D> 全 十 CCC 为 任意 常数 ) ,通常 到" 号 
【4460】 证 明 : 场 a== f(r)r (其 中 /四 是 单 值 连 续 函 数 ) 是 有 势 场 . 求 这 个 场 的 势 . 

解 ”利用 4436 题 (2) 的 结果 , 即 知 rot( f(r)r) 一 0, 故 a 为 有 势 场 . 又 由 于 


du 一 Q。 dr=zf drtyf dytef d= fd ) rf dr 


故 势 “一 [ id ,其 中 VET 二， 


[4461】 证 明 公式 ， grad (由 oo) 衬 )= 一 |eeoon 空 + gradop(@ 时 
: 


其 中 S$S 为 区 域 V 的 边界 曲面 .n 为 曲面 S 的 外 法 向 量 ,r 为 点 P(r,y,z) 与 点 Q(&,7y, 外 之 间 的 距离 ， 
证 首先 指出 , 题 中 需 假定 p(Q) 在 V 上 具有 连续 的 导数 . 
( i 站) 先 设 点 P(x,y,z) 在 V 之 外 . 邻 


fy- oo 01) 
显然 , 右 端 积分 的 被 积 函 数 对 参 变 量 x,y,z 都 具有 连续 的 偏 导数 , 故 可 在 积分 号 下 求 导数 ,得 
grade f= || oe‘ Qeradr 二 av (2) 
又 由 于 gradp 5 二 grada ;, r=QP 
代入 (2) 式 ,得 gradn/ =— 用 pcQ erada 二 av. (3) 


V 


在 公式 (4408 题 (4)) grada (gy) 一 geraday 十 geradap 中 , 令 p 一 p(Q) ,4 一 二 ,再 代入 (3) 式 ,得 


gradef —— || grada (2 )av+ 中 gradop(Q)S (4) 
(Q) dS 
根据 奥 氏 公式 ,有 el 守 . (5) 
将 上 式 代入 (4) , 即 得 gradef—— | pcQn + | gradap@. 
Ss Vv 


(i) 现 设 点 P(x,y,z) 在 V 的 内 部 . 仍 按 (1) 式 令 f(z,y,z). 注意 ,这 时 (1) 式 右 端的 积分 为 广义 重 积分 
(点 为 瑕 点 ); 但 易 知 它 收敛 ,因为 在 以 PP 点 为 中 心 ,e 为 半径 的 球 域 V。 上 的 积分 满足 (M= maxlp(Q)1) 


2r e 

av|<! av<x | Ym| dp| singdo | dr=2Mre’ 0 (e+0). 
0 0 0 

Vv Vv Vv 


我 们 证 明 : 这 时 仍 可 将 (1) 式 的 积分 在 积分 号 下 求 导数 而 得 (2) 式 .事实 上 ,由 于 


1 
a(— 
由 eo 一 一 ay| < 由 dy 和 cov<w 人 糙 
V 人 你 Vv 


2n a E 
=M| dp| sin0do | dr=4Mre, 
0 Q o 


a 一 
p(Q) CD ) 


二 ) 
dy 关于 z 一 致 收 伍 .于 是 ,(1) 式 右 端的 积分 可 在 积分 号 下 关于 工 求 偏 导数 ,得 


24= 由 co 


必 各 分 上 co) 元 


2 ) 
7 


(6) 
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) (二) 
同 理 可 得 2 一 ec® Ex dV. (7) 
Vv 


1 
-=| oa (8) 
之 I dz 


由 (6),(7),(8) 三 式 , 即 得 (2) 式 , 仿 ( | ) 段 办 法 ,可 得 (3) 式 与 (4) 式 (注意 , 仿 前 ,可 知 (4) 式 右 端 两 个 积分 都 
收敛 ), 但 不 能 直接 对 Y 应 用 奥 式 公式 而 得 (5) 式 ,因为 有 甫 点 已 ,但 显然 可 对 Y 一 Y. ,应 用 奥 式 公式 ,得 


J grada (ec ) dv— | p(n S (9) 


其 中 S. 为 球 域 V. 的 边界 (球面 ) ,在 S. 上 的 n 是 指向 点 P 的 .由 于 


oem S| vs lew Se EM 人 SM | as= 全 tre =4y5rMe， 


故 lm|| pCOn 号 一 0. 于 是 ,在 (9) 式 两 端 令 e 十 0 取 极限 , 即 得 (5) 式 . 以 (5) 式 代 人 (4) 式 ,最 后 得 所 要 证 的 


Ss 


gradp (ew 空 }= -ecoon 空 + 中 grada p(Q) Te. 
有 5 VW 


【4462】 证 明 : 若 a= gradu, 其 中 


1 oe mb) ; 5 
MKCZ，yyZ) 让 dans, 7 一 (€—x) (gy) + (tz) ， 


则 diva 一 oCx,y,z) 《假定 相应 的 积分 有 意义 ). 

证 首先 指出 ,为 保证 题 述 的 广义 重 积分 (既是 无 穷 积分 ,又 是 瑕 积分 ) 的 存在 性 以 及 下 面 要 用 到 的 积 
分 号 下 求 导数 的 合理 性 ,一 般 我 们 需 假 定 :p(&,7,5) 在 全 空间 具有 连续 的 偏 导数 ,并 且 当 R= VE 地 下 
充分 大 时 (R 之 R。,) ,有 


M 
[plé,7,0) | SR (1) 


其 中 M>0,a>0, 是 两 个 常数 ， 

考虑 空间 任 一 点 PCz ,yo ,zo). 用 V。 表示 以 Po 为 中 心 ,1 为 半径 的 单位 球 域 .我们 先 限制 点 P(x,y,z) 
只 在 V。 中 变动 . 又 用 V; 表示 以 P 为 中 心 ,2 为 半径 的 球 域 ,Vs 表示 整个 空间 去 掉 V1 所 剩 下 的 部 分 (无 界 
域 ). 令 


wzsyo= 用 CC 人 全 dedydt， (2) 
wl 
wlzy10) = | eaearas. (3) 
和 
于 是 ， ux 2) = EL (ro ye) + u(y)]. (4) 


(2) 式 右 端 为 瑕 积分 ,在 4461 题 证 明 的 第 (ii ) 段 中 已 证 它 是 收敛 的 ;(3) 式 右 端 为 无 穷 积 分 ,下 面 证 明 它 收 
敛 . 令 

r= Vii 二 tyT+zi, Ri=max{R,,2(r, 二 1)}, 
则 当 R 宕 Ri 时 ,有 尺 之 Ro (从 而 ,(1) 式 满足 ), 且 R 之 2(no 十 1). 以 QQ 表示 点 (&,y,8),O 〇 表示 原点 (0,0,0). 由 
于 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 故 (注意 PEYVo). 


R=OG<OP+FG<nm+T1I+rS 党 +r， 
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从 而 ， 


| 


ED eis 则 dédndy | et 


RIT 
+ + + 
=2M|” dp| sin0g9 | ”车 已-dR= 2M| dp| singdg | es x (5) 
1 1 
故 (3) 式 右 端的 无 穷 积 分 收敛 . 
由 (4) 式 知 w(x,y,z) 有 定义 . 由 于 div(gradw) 二 Au, 故 我 们 只 要 证 明 
Au= p(x,y,z). (6) 
我 们 证 明 (3) 式 右 端 的 无 穷 积 分 可 在 积分 号 下 求 导数 两 次 : 
| pC, 只 ( 二 ) dedrdt, (7) 
1 
5 -J pCé, ,2 (一 ) dtdndt. (8) 


为 此 此 ,只 要 证 明 (7) 式 右 端的 积分 和 (8) 式 右 端的 积 分 都 关于 (zy,z)Ey 一 致 收敛 .由 于 
(J ) = 所 a2 ( 1 )=- 1 3 


3 
六 3 


r Bk 
故 仿 (5) 式 之 推导 ,可 得 : 当 R,; 记 Ri 二 maxt{Ro,2(ro 十 1) } 时 ， 对 一 切 (x,y,z)EVo ,有 
D 1/ 1 d dédnd 16M 
en le 攻 二 区 


FRITe R'is (loRlt" 
Ei tt Ft > 有 
(1) dédndt | ae 
NW ee ‘Dar 人工 )| dat<4M 上 千 守 <32M Ri C+ RE 
站 ti 癌 + 开 + 全 > 愉 + + RI 


由 此 可 知 ,(7) 式 右 端的 积分 和 (8) 式 右 端的 积分 都 关于 (zy,z)EyV 一 致 收敛 .因此 ,(7) 式 与 (8) 式 当 (z， 
yz) EVo 时 成 立 . 同 理 可 证 , 当 (x,y,z)EVo。 时 ,有 


2 ze 一 -J py SE (= )dedrde, (9) 


az /1 
| p(s 0 (= ) dedndt. (10) 
将 (8),(9),(10) 三 式 相 加 ， 即 得 (注意 到 A( 工 7)=0) 
1 一 
iw = 和 pCé, 010A (= )dédrdt=0. (11) 
V2 
下 面 再 求 Au 二 div(gradui). 由 4461 题 的 结果 知 
gradu —— || p(n 守 二 下 grada p(Q) oY, (12) 
5] Vi 


其 中 S, 表示 Vi 的 边界 (球面 ). 显然 , 当 P(z,y,z)EV 时 ,(12) 式 右 端 的 第 一 个 积分 (曲面 积分 ) 的 被 积 函 
数 具 有 对 于 xz,y 及 x 的 连续 偏 导数 , 故 可 在 积分 号 下 求 对 于 xz,y 及 z 的 偏 导数 . 另外 ,仿照 4461 题 (ii ) 段 
之 证 可 知 (12) 式 右 端 的 第 二 个 积分 (三 重 积分 ) 也 可 在 积分 号 下 求 对 于 x,y 及 xz 的 偏 导数 .于 是 ,得 


div(gradu = 一 | dive| ee |as+ ‖ dive[ Tgrada pcQ Jav. (13) 
3S1 太 


利用 公式 div(wa) 二 vdiva 十 a* gradv(4424 题 (3)) ,可 知 (注意 到 o(Q) 及 grada p(Q) 均 与 无 关 ) 


dive [ee |=econ grads (二 ) 一 一 p(Qn: grado( 士 ) 一 一 p(Q@) 冯 (二)， 


divp| Tgradap(Q) | 一 gradop(Q) * grade (TF )——grada p(Q) « grada (BT ). 


代入 (13) 式 ,得 
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Au 一 EC ( ! )ds 下 grada p(Q) » grado (=)av. C14) 


r 
31 t 1 


由 于 


dive | oO grado (二 ) |]=p(®ao (二 ) 十 grada p(Q) » grado (二 ) ， 


而 Ace( 二 )=。 (Q 和 天 已) , 故 (14) 式 可 写 为 


Au = je 区 (= ~ )ds ! diva [ocQgrado (二 ) Jav. (15) 


下 面 计算 5) 式 中 的 三 重 积分 ， 用 0 表示 以 点 已 Cryz) 为 中 心 ,s 为 半径 的 球 域 , 其 边界 (球面 ) 记 为 5.. 
对 一 和 应 用 奥 氏 公式 ,得 


J diva | ceo)srade( 二 ) jav= l po(Qgrada (二 ) .ndSs 


Si~S. 


-J 工 Jasr eeatr)as (16) 
其 中 亚 是 向 外 法 向 量 ， 从 而 ,在 SS 上 是 指向 ， 点 PCzyyz) 的 .由 中 值 定理 知 ， 

We -osCDJa-eos- Jon 

和 4 和 
= 二 -po(QJ re 一 4rp(Q)， 

其 中 Q 是 球面 S. 上 的 某 一 点 . 代 人 (16) 式 ,得 

下 diva| ccQ)grade ( ) jav= | x 高 ( 二 )das 十 4rp(Q.)， 

Via 5 
两 端 令 e 一 十 0 取 极 限 ,得 


dive| pCQ)grade (2 7 Jav= et )dST4nro(P)， 


再 以 此 起 代入 (15) 臣 ， 得 

Aui 一 一 4ro(Crvyvz). (17) 
由 (17) 式 ,(11) 式 以 及 (4) 式 , 即 得 (6) 式 .于 是 ,(6) 式 对 一 切 点 PC(z,y,z)EyV 成 立 .由 于 V 的 中 心 Ps 
(Czoyyyzo) 是 任意 的 (可 为 空间 任 一 点 ), 故 知 (6) 式 对 空间 任 一 点 都 成 立 . 证 毕 . 
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[General | nfornati on] 


二 .1. 


二 


之 04 
S91 导 3246014 
DI = 


之 012. 09 


于 


